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第三次修订说明

党的二十大报告对实施科教兴国战略、强化现代化建设人才支撑作出
重大部署，明确指出：“教育、科技、人才是全面建设社会主义现代化国家的

基础性、战略性支撑.”为了更好地完成“为党育人，为国育才，全面提高人

才自主培养质量”的目标，对本书进行了适时的修订，

本书是普通高等院校理工科非数学类各专业(尤其是物理类专业)本科

生的“高等数学”教材.全书分上、下两册，其中上册除绪论外，共有六章，内

容包括：函数与极限、微积分的基本概念、积分的计算及应用、微分中值定理

与泰勘公式、向量代数与空间解析几何、多元函数微分学；下册共有六章，内

容包括：重积分、曲线积分与曲面积分、常微分方程、无穷级数、广义积分与

含参变量的积分、傅里叶级数。

本书是作者在北京大学进行教学试点的成果，它对传统高等数学课程

的内容体系做了适当的整合，力求突出数学概念与理论的实质，避免过分形

式化，使读者对所讲内容感到朴实自然.另外，本书强调数学理论与其他学

科的联系，书中附有历史的注记，简要叙述相关概念和理论的发展演变过

程以及重要数学家的贡献.本书语言流畅、叙述简洁、深入浅出、例题丰富，

便于读者自学.每小节配有适量习题，每章设置综合练习题，书末附有习题

答案或提示，以供读者参考.

本次修订的指导思想是：在保持第二版的框架与内容结构不变的基础

上，做了必要的修改与补充，以使本书更进一步贴近读者，更好地体现教学

基本要求.具体做法是：对重要的数学概念和定理增加了解释性文字与具

体实例，使学生便于理解与掌握；订正了原书中的一些误漏，井对语言进行

了润色，使本书更好读易懂，便于学生自学；重新审定了原书中的“历史的注

记”.北京理工大学数学与统计学院的方丽萍教授执笔完成本次修订的大

部分内容.

本书有配套的学习辅导书，请读者参考《高等数学解题指南》(周建莹、

李正元，北京大学出版社，2002).





第二次修订版前言

本书的前身是1998年出版的《高等数学简明教程(第一、二、三册)》.

2004年做了第一次全面修订，在内容上做了一定的调整，由三册改为两册，

并更名为《高等数学》.本次修订是第二次修订.

本书的主要读者是高等学校中物理类专业的学生.高等数学(或者简

单地说，做积分)对于这些专业而言，其重要性是不言而喻的.然而，这个课

程对一部分学生来说，往往又是难学的，甚至是让人“望而生畏的”.本书

编写的主要指导思想就是希望通过调整某些传统讲法，使微积分的讲授，

能够“返璞归真”,平实自然，有趣有用.具体想法请参见原版前言。

本书出版后，十余年来在北京大学以及其他许多高校得到了广泛的采

用.十余年来的教学实践经验为本次修订提供了基础。这次修订的想法是

希望在保持原有的框架与内容结构不变的基础上，对教材做少量必要的更

改与补充，以使本书更进一步贴近读者，更好地体现教学的基本要求，

在这次修订中，我们在书中若干地方，增加了解释性文字与具体实例，

希望以此为读者铺设一条更为平坦的学习之路，

在第一次修订版中，增添了历史的注记与人物注记，以简短扼要的文

字，叙述有关重要数学概念的来源和发展以及数学家的故事，以使读者有较

宽广的视野和必要的数学历史知识.在教材近五年的使用中，这些注记普

遍受到读者的欢迎，在这次修订中，除了对原有的这些注记做了重新审定

之外，还适当增加了一些新的内容，

在这次修订中，原来的习题(包括每一章的综合练习题)一般没有更动，

但去掉了少数的几个题目.作者一向不赞成在初学阶段引导学生做难题、

偏题，那样做是得不偿失的，

在这次修订中，我们删去了若干定理的证明，其中包括闭区间上连续函

数有界性定理、介值定理、最大值与最小值定理、隐函数存在性定理等的证

明.这种删改并不表示教学基本要求的改变，而是恰恰相反.这些定理的证

明在原书中或者以附录的形式出现，或者明确注明超出教学大纲的要求，不

必在课堂讲授.尽管如此，把它们写在书中，毕竟有可能对教师或学生产生

误导，模糊了教学的基本要求，并增加了教师与学生不必要的心理负担，不
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如干脆去掉为好.因此，这样做是为了使本书更明确地体现教学的基本要

求.

多年来，北京大学出版社理科编辑室主任刘勇同志为本书的出版以及

各种修订做了大量工作.现在，本书即将出版第二版之际，作者要特别向他

表示衷心的感谢!同时，也向那些曾经给本书提过宝贵意见的读者与专家

们表示致谢!

李忠

2009年2月23日

于北京大学



原 版 前 言

1996年秋至1998年春，我们在为北京大学物理系、无线电电子学系及

技术物理系讲授高等数学期间，在课程内容体系上做了一些改革的尝试.

现在出版的这套《高等数学简明教程》就是在当时试用讲义的基础上修改补

充而成的.

全书共分三册，供综合性大学及师范院校物理类各专业作为三学期或

两学期教材使用.第一册是关于一元函数微积分及空间解析几何；第二册

是关于多元函数微积分与常微分方程；第三册是关于级数、参变量积分、傅

氏级数与傅氏积分、概率论与数理统计、

现在我们就这套教材的内容处理做以下几点说明：

(一)与传统的教材相比，这套教材在讲授内容的次序上做了一定的调

整

目前国内多数高等数学教材是先讲微分学，后讲积分学.这样做的好

处是数学理论体系清晰，其缺点则是积分概念出来过晚，使初学者对微分概

念与积分概念有割裂之感.另外，由于积分概念出现过晚而使数学课在与

其他课程，如力学与普通物理等课的配合上出现了严重脱节现象。

在本教材中，我们把微积分的基本概念及计算放在一起先讲，在讲完微

积分基本定理及积分的计算之后，才开始讲微分中值定理与泰勒公式.这

样调整的主要目的是为了让初学者尽可能早地了解与把握微积分的基本思

想，掌握它的最核心、最有用、最生动的部分.在试验过程中，学生们在第一

学期期中考试前已经学完了微商、微分、不定积分、定积分的概念及全部运

算，对微积分的概念初步形成一个比较完整的认识.同时，这样的调整也缓

解了与其他课程在配合上的矛盾，因此，我们认为这种调整或许是解决物

理类专业在大学一年级数学课与其他基础课脱节问题的途径之一.
微积分就其原始的核心思想与形式是朴素的、自然的，容易被人理解与

接受的.随着历史的发展，逻辑基础的加固和各种研究的深化，它已经变成

了一个“庞然大物”,让初学者望而生畏.现在，如何选取其中要紧的东西以

及用怎样的方式将它们在较短的时间内展示给学生，不能说不是一个问题，
值得我们思考与探索.
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(二)关于极限概念的处理

关于极限概念和有关实数理论的处理历来是微积分教学改革中争论的

焦点之一，我们认为，极限的严格定义，即“e-δ”与“e-N”的说法是应该讲的，

并且要认真讲.因为它在处理一些复杂极限过程，特别是涉及函数项级数

一致收效性等问题时，是必不可少的，物理类专业的学生可能还要学许多

更高深的数学，不掌握极限的严格定义也是不行的，

但是，我们也不赞成在一开头就花很大力气去反复训练“e-δ”,而形成

一种“大头极限论”.我们希望随者课程的深入，让学生在反复使用中逐渐

熟悉它，掌握它.在现在的教材中没有出现大量的用“e-6”求证具体函数极

限的练习，更没有做十分困难的极限习题，因为做过多的这类练习意义不

大、极限的概念在这套教材中既是产谨的，又保留其朴素、直观、自然的品

格.
与极限概念密切联系在一起的是关于实数域完备性的几个定理.我们

采用了分散处理的办法.在全书的一开头就把单调有界序列有极限作为实
数完备性的一种数学描述加以介绍.有了它，这在有关极限的许多讨论中

已足够了.闭区间上连续函数的性质在第一章中只叙述而不加证明。其证

明只作为附录，供有兴趣的读者自行阅读.在讨论级数之前再次涉及实数

域的完备性，这时才介绍柯西收敏原理，以满足级数讨论的需要.这种分散

处理的办法，不仅分散了难点，而且使初学者更容易看清这些基础性定理在

所涉及问题中的意义.

(三)本书坚持了传统教材中的基本内容与基本训练不变，但拓宽了内

容范围

在内容的取舍上，我们采取了相当慎重的态度.近来对高等数学课的

内容现代化改革呼声很高.但是，作为一门数学基础课似乎不宜简单地以

现代化作为其改革的主要目标.数学学科中概念的连贯性使得它不可能像

电子器件一样去“更新换代”和“以新弃旧”,而且现在看来掌握好微积分的

基本概念、基本理论与基本训练，对于一个理工科大学生而言依然是必不可

少的.当然，计算机的广泛使用以及数学软件功能的日益提高，正促使我们

思考在高等数学课中简化或减少某些计算的内容.然而，就目前的情况，我

们尚难以下定决心取消某些内容，为了慎重从事，这次改革试验中，我们保

留了传统教材中的基本内容与基本训练，

我们认为目前对高等数学课而言重要的不是去更新内容，而是避免教

学中烦琐主义的倾向，不要在一些枝节问题上大做文章.那样做既歪曲了
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数学，又使学生苦不堪言.

在本书的表述上，我们尽可能注意了文字的简洁、例子的典型性以及对

基本概念背景及意义的解释，以便于读者自学.除每节的练习题之外，每一

章之后又附加了总练习题，以使读者有机会做一些综合练习.

国际著名数学家柯朗曾经尖锐地批评过数学教育.他指出：“两千年

来，掌握一定的数学知识已被视为每个受教育者必须具备的智力.教学在

教育中的这种特殊地位，今天正在出现严重危机.不幸的是，数学教育工作

者对此应负其责.数学的教学逐渐流于无意义的单纯演算习题的训练.固

然这可以发展形式演算能力，但却无助于对数学的真正理解，无助子提高独

立思考能力，⋯⋯”①

柯朗的话是对的.数学教育寄要改革，我们任重道远.

最后，我们应该提到，这次改革试点工作先后在北京大学及北京市教委

正式立项并得到了他们的支持，借此机会我们向北京市教委及北京大学教

务处与教材科的有关同志表示衰心的感谢.北京大学数学科学学院院长姜

伯驹教授一直十分关心这项工作，并给予多方面的鼓励与帮助，此外，彭立

中教授、黄少云教授与刘西垣教授也很关心这项工作，并对试用讲义提出了

许多宝贵意见.北京大学出版社邱淑清编审及刘勇同志大力支持这套教材

的出版.刘勇同志作为本书的责任编辑为本书的出版做了大量工作，付出

了辛勤的劳动.我们在这里一并对这些同志表示感谢!

毫无疑问，这套教材会有许多不成熟之处，甚至有不少错误，我们诚恳

地希望数学界同人加以批评指正，以便改正.

李忠周建常

1998年2月15日于

北京大学中关园

(2004年元月略做删改)

① 见4数学是什么(柯朗与罗宾斯著,汪浩、朱煜民译，湖南教育出版社，1985)第一版序。
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第七章 重 积分

重积分的概念是一元函数的定积分概念向多元函数情况的推广，它有

广泛的实际背景及应用价值.常用的重积分有两种：二重积分与三重积分.

本章的内容是介绍这两种积分的概念、计算、换元法则及其应用，

§1 二重积分的概念与性质

1.二重积分的概念

我们知道，一元函数的定积分是通过“分割、近似代替、求和、取极限”的

步骤来定义的.关于二元函数的重积分也是通过类似的步骤定义的.

设函数x=f(x,y)在一个由有限条光滑曲线围成的平面区域 D上有定

义.为定义关于f(x,y)的二重积分，我们首先

要弄清什么是关于定义域D的一种分割，设想

有两组曲线，它们彼此横截，并在Oxy平面上

形成了一个网格.这个网格将D分成有限个闭

子区域 D,,D?,⋯,D;它们彼此互不重叠，且
D=D?UD?U⋯UD..这样的一组子区域

{D?,D?,⋯,D,}就称作 D的一种分割(见

D,

图 7.1图7.1).

今后，我们用△a;表示 D,的面积①,并用λ表示D;的直径的最大者.

所谓 D;的直径是指 D;中任意两点的距离的最大值。

定义 设x=f(x,y)是定义在平面上的有界闭区域D上的函数.若对

D的任意分割{D?,D?,⋯,D.}及任意选择的(x;,y)∈D:(i=1,2,⋯,

n),当 λ→0时，和数

f(xy,)aa,
总有极限，则称该极限为f(r,y)在D上的二重积分，记作

① 关于平面集合的面积，这里我们只作直观的理解，其数学上的严格定义已超出本书范围.
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ray)m或r)dcdy
这里D称作积分区域，而f(x,y)称作被积函数.

在二重积分定义中，我们强调了极限

之f(ary,)aa
与区城 D的分割方式及中间点(x;,yi)∈D;的选取无关，这一点与一元函

数的定积分的情况是一致的，

根据二重积分定义，我们立即推出

[io=D的面积.
例1 设 D为Oxy平面上的有界闭区域，

z=f(x,y)是D上的连续函数，且f(x,y)≥0.

那么二重积分

(xnyn,f(xny))zt

f)
代表在三维空间中区域 D 上以曲面z=

f(x,y)为顶的柱体的体积，见图7.2.
ol

y

这是因为f(x;,y;)△;表示D;对应的小

柱体的体积的近似值，而和数

D子

(x?y)

rary)图 7.2

是整个柱体的体积的近似值.随着分割的加细，

上述和数越来越接近于体积的精确值，其极限自然就是体积.

上述例子指出了函数f(x,y)≥0时，二元函数 f(x,y)的二重积分的

几何意义.当x=f(x,y)在D上连续，但有正有负时，其二重积分的几何意

义是：二重积分恰好是曲面z=f(x,y)在Oxy平面上方部分所对应的若

干曲顶柱体的体积减去曲面在Oxy平面下方部分所对应的体积.

例2 设 D是一个平面的薄板，在一点(x,y)∈D的面密度为p(x,

y).那么,二重积分

y)
是薄板的质量.事实上，若对区域 D进行一个分割：{D?,D?,⋯,D,},那么
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D.的质量近似于

p(xi,y;)△d,,
其中(x;,yi)∈D;.于是整个薄板的质量就近似于

(xy.)..
当这种分割无限加细时，其极限则必定是薄板的质量.

究竟哪些二元函数是可积的呢?这里对此不作详细讨论，只是指出下

列事实：一个在有界闭区域上连续的二元西数是可积的.更为一般地说，一

个在有界闭区域上的分片有界连续函数是可积的.所谓分片有界连续函数，

是指将原来的定义域分解成有限个小区域，而函数在每个小区域内是有界

且连续的.

多元函数的可积性问题是较复杂的数学问题，它完全超出了本课程的

基本要求，在现在这个教程中，关于重积分的讨论重点是如何计算的问题，

而不是可积性问题

2.二重积分的性质

与定积分类似，可以证明二重积分有下列性质(我们假定这里所涉及的

函数在有界闭区域 D上是可积的):

(1)常数因子可提到积分号之外：

?rcy)-F)为数)
(2)函数的代数和的积分等于各函数的积分的代数和：

tr)±g(cy)]=[f(xy)àr±|()
(3)积分对区域的可加性：

若区域 D可分解为两个互不重叠的区域D,与D?,且f在D?与D?

上均可积，则

f(yr-ftry)ar+fty)a.
(4)积分保持不等号的性质；

若函数f及g在D上满足不等式

f(x,y)≤g(x,y),V(x,y)∈D,

/ky)r<k(z)则
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特别地，由于-lf(x,y)l≤f(x,y)≤lf(x,y)|,故由上式可推出

fayyd<(ifay)l.
(5)积分中值定理：

若函数f(x,y)在有界闭区域 D上连续，则在 D上至少存在一点

(xp,yo),使

(ruy)b=f(anyn)·s,
其中S为区域 D的面积.

性质(1)～(4)可由二重积分的定义证明.现证性质(5).

设m,M分别是f(x,y)在D上的最小值与最大值，由性质(4)得

ms=Jmdn<Jf(ay)ao<Mda=Ms,

m<号[(=)dr≤M.故

由二元连续函数的介值定理(第六章§3定理6),在D内至少有一点

(xo+yo),使

f(xwx)=号fcy)b.
两边同乘 S,即得欲证之式.

(a+y)与(a+y)例3 比较二重积分 的大小，其中D=

{(x,y)|1≤x≤2,0≤y≤1}.

解 因为在D上，x+y≥1,所以(x+y)?≤(x+y)3.利用积分保持不

等号性质，

(a+y)ao<(a+y)'.
再利用习题 7.1第4题，得

(a+y)an<(a+y)dr.
习 题 7.1

1.用二重积分表示上半箱球
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C+&+<1,x≥0
的体积，其中a,b,c为正的常数。

2.设平面区城

D={(x,y)l-1≤x≤1,0≤y≤1},

试由定义证明；

!--0.
3.设函数f(x+y)在有界闭区域D上连续，g(x,y)在D上非负，且g(x(y)与

f(x,y)g(x,y)在D上可积.证明：在D中存在一点(xn,yo),使

[rawe(ry)b-fayo|e(y)
)dy-0.4.设函数f(z,y)在有界闭区域 D上连续、非负，且 .证明：

f(x,y)三0.当(x,y)∈D时.

§2 二重积分的计算

计算二重积分的基本方法是将二重积分的计算转化为连续地计算两个

定积分，即计算累次积分.

1.直角坐标系下的计算公式

设函数z=f(x,y)在闭区域D上连续，其中D由直线x=a,x=

b(a<b)及曲线y=φ(x),y=p?(x)(qi(x)≤φz(r),当a≤x≤b时

围成(见图7.3).这时f(x,y)的二重积分可表示成如下的镶该在一起的两

个定积分

raydxdy-[lf(y)ay]d.
上式右端的内层积分是关于y的定积分，其中x视作常量，其上限与下限也依

赖于x.整个内层积分是x的一个函数，而外层积分是关于这个函数的定积分.

上述公式右端的积分称为累次积分.

关于二重积分化为累次积分的计算公式，我们不打算给了严格的证明.

但是，在某些特殊情况下，人们可以从重积分的几何意义中得到一个直观的

证明.当f(x,y)非负时，其二重积分表示以曲面x=f(x,y)为顶，区域D

为底的曲顶柱体的体积V.另一方面，我们也可用一个累次积分来表示这个
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体积.事实上，用平面x=xa截曲顶柱体得一截面，此截面是一个曲边梯形

(见图7.4),曲边梯形之曲边的方程为x=f(xa,y),而y的变化范围为

φ?(xn)≤y≤φ:(xq),故其面积可用一个定积分来表示为

A(cw)-f fcy)dy.
同理对应于[a,b]上任一点x处的截面面积为

A(x)-(fCry)dy,
其中y是积分变量.在积分过程中将r周定不变，积分结果与x有关.

zt f(xy)

yi
y=z(x)

o| a

D

y=(x)

b x

ol

Xg

b∠
D

y

图 7.3 图 7.4

又容易看出：当一曲顶柱体在x∈[a,b]处的截面积为A(x)时，则此

立体的体积为

V=?A(x)dx.
这样，我们得到

v-?. [f(xy)dy]dx,
因而有

rawydrdy=f.fa-y)d)]dx.
这个公式不仅当f(x,y)≥0时成立，而且对一般连续函数均成立.下

面给出一般结论而略去其严格证明.

定理1 设函数f(x,y)在闭区域D上连续，D是由两直线x=a,x=

b(a<b)及两连续曲线

y=p(x),y=φz(x)(φi(x)<φ?(r),a≤r≤b)

围成，则有公式
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fravyydedy=?,(y)dy]dx, (7.1)

或写成

rayady=(fuy) (7.2)

当闭区域 D为矩形域R={a≤x≤b,c≤y≤d}时，我们的公式变成下

列形式：

Jruy)ardy=(dr?fcy)ay. (7.3)

例1 求二重积分

t=Na+z2+y ymdrdy.
其中 D={(x,y)|0≤x≤1,0≤y≤1}.

解 利用公式(7.3),我们有

1-fdx?a+g2+yyrdy-[.[a+F+yy~|!]d

=?.(a+)-(2+)d
-[In(x+√1+x2)-1n(x+√2+x2)]|。

=m3+后
上述例子是最简单的情况，即积分区域是一个矩形，而这时相应的累次

积分中的两个定积分的上限与下限都是常数.

例2 求二重积分

1-(u2+zy)ardy,
其中D是{(x,y)|0≤x≤1,x≤y≤3x}. 外 -3x
解 首先，要画出区域 D的图(见图7.5).然

后，确定累次积分中外层积分(对x的积分)的上
限与下限，显然，在我们这个题目中，对x的上限

为1,下限为 0.最后来确定内层积分的上限与下

限.对于任何固定的一个x,0≤x≤1,在D内的点
0 1 X

图7,
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(x,y)的坐标y的变化范围是x≤y≤3x.这样，内层积分(对y的积分)的

上限为3x,而其下限为x.总之，我们有

1=?dr?”(a+ay)dy
=?.[(3x-z)+y]a
-2x1+号(9z2-x2)]dx-}.

在有些题目中，积分区域较为复杂，内层积分的上限与下限没有统⋯的

表达式.这时须分段处理.

例3 求二重积分

1-f?u2-2)dcdy,
其中D由直线y=0,y=1,y=x,y=x+1所围成(见图7.6).

解 这时外层积分(对x的积分)的上限为1,而下限为-1.但当x在此

区间变动时，其内层积分的上、下限不可能有统一的表达式.这时我们应当将

对x的积分分作两段：从一1到0的积分与从0到1的积分.这样我们有

I=|,dz?。”(a2-2y)dy+?'dx?,(x3-2y)dy

=?(x2-2x-Ddx+?。(-x3+2x?-1)dx=-音.

叫

y
d

x=x?(v) x=x?(y)

-1 0 x 寸 x
图 7.6 图 7.7

在上面的讨论中，我们把外层积分定为对x的积分.但是，有些区域更适

合于把外层积分定为对y的积分.比如，当区域 D是由下列点集合组成时：

D={(x,y)|c≤y≤d,x?(y)≤x≤rz(y)},

其中e与d为常数(见图7.7).这时，我们的二重积分化为下列形式的累次
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积分：

Jrawdedy-?ey?aFy)d.
在前面的例3中，若我们将外层积分选作对y的积分，这时其内层积

分的上限与下限便有了统一的表达式.事实上，我们有

1-[d]?,,(2-2y)dx-?(等-zry)|dy

-?.(-3y+})dy=-5.
这样，在计算上略微简单一点.

在举了这些例子之后，我们提醒读者注意下列事实：在使用累次积分

计算二重积分时，外层积分的上限与下限总是常数；无论是外层积分还是内

层积分，上限总是大于或等于下限，此外，我们还要提醒大家，将二重积分化

为累次积分时，积分的次序会影响积分的繁易.有时甚至会出现更极端的情

况，即在一种积分次序下，无法求积分，而换一种积分次序，就轻而易举地解

决了.

例4 求累次积分

1-?dx?edy.
?edy解 由于e2的原函数不是初等函数，故 无法求积分.但是，I

Tad,其中D=(4y)可看成一个二重积分 yh

0≤x≤a,r≤y≤a}(见图7.8),现在我们改成先对

x 积分，这时有

1=[easdy=|]
-?e*x|'ay-?eydy

寸 a X

图 7.8

=2e=2(-1).
r=?”dr?"fcy)dy+?aa?。fe,y)dy例5 改变累次积分

的积分次序.
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解 由所给累次积分的上、下限可看出，积分区域 D 是两个区域的并，

这两个区域分别由x=-2,x=0,y-0,y-2,,及x=0,x=2,y=0,

y=2!围成.我们先画出区域D的图形(见图7.9).由图看出，D也可看
成是由y=0,x=2y-2,x=2-2y围成，即有

1-rayoun=(fry)dx.
y

y
=e*

e
2+x D?.2-y y-2 2

D?-x
-2 0 2

π
0 1

图 7.9 图 7,10

创6 设fa,y-0> 1-f(ry)àa,’求二重积分 ,其中

D={(x,y):0≤x≤1,0≤y≤e},

解 首先画出D的图(见图7.10),D分成区域 D,和区域 D。

D?={(x,y)|(x,y)∈D,y≤e2},

D?={(x,y)|(x,y)∈D,y>e).

f(x,y)在D?,D?上均可积，利用积分对区域的可加性，

1-{fkay)+fvy)

-1·b-[.f-{ax-~1=-1
例7 求二重积分

1-yddy,
(3-24-其中 D为摆线 (0≤t≤2π)(a>0)与y=0所围区域.
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解 首先画出D的图(见图7,11),记由

3-a-参数方程 所确定的函数为)

=y(x),将二重积分化为累次积分

4y

y=yx

0 2πa

1-?dx?。ydy-?。2y2(x)dx.
利用积分换元公式，令

图 7.11

工=a(t—sint),dx =a(1—cost)dt,

此时y(x)换成α(1-cost).当x=0时，t=0;当x=2πa时，t=2π.

I=?}a2(1-cost)2a(1-cost )di

x

-za(1-3co+3tost-cas*)d

=1+(1+cos2r)]da-÷a”(l-si2)cosxdt
-F
最后，我们指出：在计算二重积分时，可利用积分区域及被积函数的对

称性来简化计算.我们知道在计算一元函数的定积分时，若f(x)是偶函数，

「f(x)dx=2[f(x)dr若f(x)是青函数，则[f(z)dx-0.在二重则

积分的计算中，也常会遇到类似的情况.下面我们指出一些规律.

若函数f(x,y)在其定义域内有f(x,-y)=f(x,y),则称f(x,y)

关于y是偶函数，这时，z=f(x,y)的图形关于Ozx平面对称；若f(一x,

y)=f(x,y),则称f(x,y)关于x是偶函数，这时，z=?(x,y)的图形关

于Oyz平面对称；若f(x,-y)=-f(x,y),则称f(x,y)关于y是奇函

数；若f(-x,y)=-f(x,y),则称f(x,y)关于x是奇函数.

(1)设积分区域 D关于x轴对称(见图7,12).

若f(x,y)关于y是偶函数，则

ry)s==(fky),
其中D?={(x,y)|(x,y)∈D,y≥0}.

若f(x,y)关于y是奇函数，则
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Jfay)dr=0.
yl

D

x O
D

x

图 7.12 图 7.13

(2)设积分区域D关于y轴对称(见图7.13).

若f(r,y)关于x是偶函数，则

fay)dsdy-2lfc)drdy
其中D?={(x,y)|(x.y)∈D,x≥0}.

若f(x,y)关于x是奇函数，则

ray)asdy=0.
例8 求下列二重积分：

[lzy lao; (2)[sinrcossds,(1)

其中 D是闭圆域：x2+y2≤≤a2.

解 这里积分区域关于x轴与y轴都对称

(1)f(x,y)=lxy|关于x与y都是偶函数.设

D?={(x)y)|r2+y2≤a2,x≥0,y≥0},

则

lzy|ds=4zydxdy=4?ar?yd

-y|。dx=2?s(a2-x2)dx=.
(2)被积函数f(x,y)关于x是奇函数，D关于y轴对称，则

scayds-o.
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例9 求旋转抛物面z=1-(x2+y2)与Oxy平面所围的体积V.

z

z=1-(x2+y2

0 y

x/

图7.14

解 根据积分区域及被积函数的对称性(见图7.14),我们有

v-4(a-c2+y)1u.
其中 D是下列区域：

D={(x,y)lx≥0,y≥0,x2+y2≤1}.

这样

v-x-4|a2+y3)d-x-4??,(+y)dy

=R-4?x2√I-xdx-3?(√I-x2)'dx=2.
2.在极坐标系下的计算公式

对某些区域和被积函数而言，使用极坐标计算二重积分可能会带来方

便.现在我们导出用极坐标计算二重积分的公式.设D为有界闭区域，而

z=f(x,y)是 D上的连续函数.

为了导出所要的公式，我们使用极坐标的坐标曲线网来分割 D.这里所

谓极坐标的坐标曲线网是指曲线族{(r,θ)|r=常数)及曲线族{(r,θ)|θ=

常数}组成的网.换句话说，就是由以原点为心的一系列圆周及自原点发出

的射线族组成的网.假定当D中所有的点用极坐标(r,θ)表示时，矢径r的

最小值为A,最大值为B;极角θ的最小值为α,最大值为β.那么,区域D就

落在扇形域S={(r,θ)|A≤r≤B,a≤θ≤β}内.现在对于区间[A,B]及
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[?,β]分别做分割

A=ro<r?<⋯<rm=B,
α=θ?<0<⋯<0,=β,

那么相应地就形成了一个对区域 D的分割(见g-β
r=F?(θ) 图7.15).曲线族{r=r;,j=0,1,⋯,m}及曲线

族{θ=θ?,i=0,1,⋯,n{将区域 D分割成若干

个小的扇形区域①,记之为

H=0+1

θ=0

θ=0 D={(r,θ)lr;≤r<rj+·θ;≤θ<θ,+i}.

令λ是 D;;中直径之最大者，那么由f的可积

性可知

F=r(0 r=B
j+lr=AFE

0 fa,y)ds=1m2(P)cc图 7.15

其中2表示对一切使 D,;被包含在D内的i
与j求和，△o;表示 D,的面积，P,表示 D,中的任意一点.

根据f的可积性，上述极限不依赖于P,点的取法，故特别地可以取

P;=(r;cosd;,r;sinθ;),

这时即得到

fay)do=1m2f?,cs,i)
现在，我们来计算△oy.设△θ,=θ;÷,~θ;,△r;=r;+t-r;.那么,

A-÷△0,c}n-r)-÷A0(2r,+Ar,)r,

=r,Ar,AB,+÷(ar,)2△9.
当3→0时、言(Ar,)2△G,是比△r,△O,更高阶的无穷小量，故△,可以用近
似值γ,△r,△θ;来代替.这时即有

!rcy)o-mr),△.
将上式中的f(r;cosθ,,r,sinθ;)r;看成r.θ的函数F(r,θ)=f(rcosb,

rsind)r在点(r;,θ;)的函数值，那么上述极限则是关于函数

① 严格地说，在D的边界附近，分剂所得的小区城可能不是这样的扇形区域，但是当λ充分

小时，这类小区域面积之和很小，可以不加考虑.
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f(rcosd,rsind),

的二重积分.于是，有

(ru.y)d-frsi)rdcdo,
其中D'={(r,θ)|(rcosd,rsinθ)∈D}是区域D在以：为横轴，以θ为纵

轴的Or8平面上所对应的区域.比如，D 是扇形域{(x,y)|ri≤

x3+y2≤r},0≤y≤x},则D'是Or8平面上的矩形{(r,θ)|r,≤r≤rz,0≤

θ≤π/4),见图7.16.

y

可

豆4
F? F2 x

θ
卫4

o 2 f

图 7.16

上面根据二重积分的定义导出了用极坐标来计算二重积分的公式，其

中最关键之处在于如何估计极坐标曲线网所形成的小区域△a 的面积.其

实，这也可以用微元法来处理.设想在点(r,θ)处r有一增量dr,而θ有一增

量 dθ(见图7.17).设△c是区域{(p,g)|r≤p≤r+dr,θ≤q≤θ+dθ}的面

积.与前面的计算类似，我们有

aa=rdrdg+÷(dr)2d0.

(do)'ao忽略高阶无穷小量· 就得到 △σ 的主部：do=rdrd0.以此代人重

积分便得到我们上面的公式，

dg

o

F

,θ+dθ

8
F+dr

D
(θ)

β
a
0

rz()

图 7.17 图 7.18
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为了计算积分的值，我们还需要将上面公式中右端的积分进一步化成

关于r及θ的累次积分.

比如，如果区域 D可以表示成(见图7.18):

D={(r,θ)la≤θ≤β,r?(θ)≤r≤rg(θ)},

这时积分可以化成累次积分：

ravy)dr=[u? rib
在下面的许多实例中，读者会对使用极坐标计算二重积分有更具体的

了解.这里我们应提醒读者，除了正确地确定累次积分的上、下限之外，被积

函数已不再是f(x,y),而是f(rcosd,rsind)r.初学者有时会忘掉了最后

的r,应当留心.

下面是积分区域 D 的几种特殊情况：

(1)D为环形域：{(r,θ)10≤θ≤2π,R?≤r≤R?}(见图7.19).这时公

式为

raw)-「/c,rsnrd.
(2)D为关于极点的星形域，即极点O在D的内部(见图7,20),且D

内任一点P与极点的连线OP也属于D.设 D的边界曲线的方程为

r=r(6)(0≤θ≤2π),

这时

rawyds-f ]”f(o2,sn-d.

x-r(B)

δ R? JR?

图 7.19 图 7.20

下

0~

r=r()

图 7.21

F

(3)极点在D的边界曲线r=r(θ)上(见图 7.21),我们有

[reyr-f.ul,”/(reo yi?)b.
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例10 求二重积分
yi

1-(u2+y)drdy.
其中D={(x,y)|a2≤x2+y2≤b2}(0<u<b).

解积分区域见图7.22,利用极坐标变换， 0 xh

1-[(2+y)dxdy
=u* b+rsn0)~d, 图 7.22

其中D'={(r,θ)|O≤θ≤2π,a≤r≤b},化成累次积分，

1=?do?(r2cos2θ+rsin 0)rd-
=?de?,'co?edr+「d],2sin Bdr

=?。l+as22as·|'ar+?sin odo·?,'ar

-(b1-a1).
例11 将二重积分

xx)
用极坐标化成累次积分，其中D分别为

(1)圆形域：D={(x,y)|x2+y2≤ax(a>0)};

(2)由直线y=x,y=2x及曲线x2+y2=4r,x2+y2=8x所围成；

(3)由直线y=0,y=x及x=1所围成，

解 (1)作出 D的图形(见图7.23),其边界曲线的方程为

r=acow(-2≤0<2).
所以

!ruydr=ff,s)cd
(2)D的图形如图7.24所示，

ra)
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外

ok

r=acos

a x

Bmareian2 g-
r=8cosθ

o 正寸
=4cosθ’

4 8 r

yh

r= C0s?

可 1 x

图 7.23 图 7.24 图7,25

(3)D的图形见图7.25,

f(xy)dr=?。"ao?。f(rcoso,rsin?)rdr
极坐标变换为某些形式的二重积分的计算提供了方便，这主要取决于被

积函数的特殊形式，或者其积分区域的特殊形式.下面的例子表明了这一点.

例12 求二重积分

1-++yy
其中D={(x,y)|0≤x≤a,0≤y≤a}.

解 本题的积分区域虽较简单，但从被积函数的形式看，用直角坐标求

积分较麻烦，还是用极坐标较方便.由于在θ的不同范围内，D的边界曲线

的方程(见图7.26)不同，所以要分成两项：

1=])+

=[(-)+(+)
注意到-“
=arsin一言

代入上式得

1=1.受-2·7=
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zh

y
4
F=sing

o 4

cosθ

x F

3
2

D. 2 y

图 7.26 图 7.27

例13 求曲面x2+y2+z2=4与x2+y2=3z所围的x≥0部分的立

体体积.

解 由图7.27看出，所求立体的体积可看成两个曲顶柱体体积之差.

两曲顶柱体分别以曲面

x=√4-x2-y2 及 x=3(x2+y2)
为顶并在 Oxy 平面上有公共的底，记为 D,所以

v=[/4-x2-y-÷(x2+y3)]d
D的边界曲线应满足√4-x2-y2=3(x2+y2),由此解得x2+y?=3,用
极坐标表示，即r=√3.所以

v-?do]”(4=7-3)>dr=?1240=.

e~b,其中D为国x+y/<?在第一条展的部分。例14 求

解 用极坐标，D的边界曲线方程为

r=a(0≤θ≤π/2),

于是

Je-f[s~=·(-2)

=4(1-e),
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这个题目要用直角坐标计算会遇到很大困难.它充分显示了极坐标变

换给我们带来的方便.
另外，这个例题还导致了一个重要的积分公式

?。r=
这个公式在概率论中是十分基本的.我们将这个公式的证明留作习题.

-y例15 求二重积分 ,其中 D为阿基米德螺线r=θ与半射线

θ=t 所围成的区域，y
解积分区城见图7.28.

sdy
x0 -docos·rdr
-?cos·0d=}rcosd.

rr| 2π

图 7.28
利用分部积分公式，

ardy=(0sin)|-?sing·30-do)
={0dcos0=9^cos|。-2?Pcosd9

=-n2-2?edsinθ=-r2-2dsing|,+2]sinBdθ
=4-π?.

3.二重积分的一般变量替换公式

从上面的讨论看出，某些二重积分利用极坐标计算比较简单，在实用

中，有时还需要做其他的变量替换以简化计算，下面我们来讨论做一般变量

替换时二重积分的计算公式.

设z=f(x,y)在一个有界闭区域 D·内有定义.假定有一个D到D'的

一一对应：(x,y)→(5,η),其中

-k
比如，在极坐标变换(x,y)→(r,θ)下，
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r=√x2+y2,θ-aretan
(这里的r,θ分别相当于前面的ξ,η).

现在，我们的问题是如何利用新的坐标(ξ,n)去计算二重积分

ry)d-dy.在极坐标变换下，我们有公式
ry)drdy-(f(),yin)dcd).

在一般变量替换(x,y)→(ξ,η)下应该有一个怎样的公式呢?

假如变量替换(z,y)→(∈,η)的逆变换为α=x(∈,η),y=y(∈,η),那
么

f(x,y)=f(x(ξ,η),y(ξ,η)).

可见，问题的关键是求出两个面积微元 dxdy 与 d≥dη 之比率.

为了讨论这两个面积微元的比，我们先在D'中任意固定一点(So,),

记之为P假定与(Eo,po)对应的点是P?(xo,yo),取两个增量dE>0及dπ

>0,并记(5o+dξ·qo)为P{,(G+dξ,yo+dz)为P,(ξo,o+dp)为P

(见图7.29),这时，矩形P6PPP,所围的面积为△a'=dsd.

州
D'

W(x,y)=o+dr
P E?n P2 -W(x,y)-%

D P1% P?F P
En+d P

(r,y)=5o+dc可 引
P(x,y)=5o

图 7.29 图 7.30

下面我们来考察矩形 P。PPP在变换x=x(E,η)及y=y(ξ,η)下

的像的面积.记P,P},P,P,分别对应于P?(xo,yo),P(xi,yi),

P?(x?·yz),P?(x?,y?),这时，矩形P。PPP对应的是以Po,P?,P?,
P?为顶点的曲边四边形(见图7.30).设该曲面四边形的面积为△a,那么,

△o近似于|P?P?×P?P|,后者是以P。,P,及P?为顶点的平行四边形

的面积.下面估计|P?P?×P?P?|的大小，

我们假定x=x(ξ,η)及y=y(E,n)在 D'内有连续的偏导数.因此，它
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们是可微的.根据前面的记法，xo=x(6o,)及x?=x(Eo+dξ,yo).因此，

我们有

x1-to=x(Eo+d6,?o)-x(60·7)=aF(xo·yo)dk+o(p),
其中p=(de2+dy2).类似地，我们又有

yi-ya=y(≤o+d∈·po)-y(∈o·o)

=(zo,yo)de+o(φ);
x?-x?=x(Sa,βn+dg)-x(&o,9o)

-3(6n)dn+c(p);
y?-yo=y(Eo,7o+dy)-y(E?,yo)

一(m)dp+o(φ).
这样，我们得到

IP?P×P?P|=|(x?-xo)(y,-yo)-(y?-yo)(xg-xo)l

～·-部·|·bsd

-|B.
Bk这里 是变换x=x(E,η)与y=y(<,n)的雅可比行列式.上而证明

了，变换前后面积微元的比率恰好是给定点的雅可比行列式的绝对值，也即

do=|J|do'.这样，我们证明了下面的定理.

定理 2设 D是一个有界闭区域.又设 D'是另一个有界闭区域.假定

D'到D有一个一一对应：(E,η)(x,y),其中x=x(ξ,η)与y=y(ξ,?

在D'内有连续偏导数，且变换的雅可比行列式处处不等于0.又设x=

f(x,y)在 D内连续，则

ray)ady-[fca(ém)v(t,p)lJ| dey、
其中J-是变换的雅可比行列式.
极坐标变换是这个定理的特殊情况.事实上，r=rcosd,y=rsinθ.这时

变换的雅可比行列式
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1-: -|-sm a=
这时，二重积分的公式是

ra)dsdy=1fwo si)rddo,
与前面得到的关于极坐标变换的公式完全一致. yl
定理 2为一般变换下计算二重积分提供了

公式.但是，具体到某个二重积分要做怎样的变

换，这要视被积函数与积分区域而定.

例16 设D={(x,y)|0≤x+y≤1,0≤

工-y≤1).求二重积分 ￥
O|

1-[(a+y)g~a=dy.
解 注意到区域的特点及被积函数的特征 图 7,31

(见图7,31):

(x+y)2e?2=(x+y)2e*-",
容易想到做变量替换

E=x+y,y=x-y

这时，区域 D变成

D1={(ξ,n)|o≤ξ≤1,0≤n≤1}.
变换(x,y)→(ξ·?)的逆变换为

x=2(G+?),y=2(E-y).
因而其雅可比行列式为

根据公式我们有

1-a+y)g*ddy-ddp
-eedp=ede
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-}[s(e2-1)ds-÷.
例17 计算二重积分

t=)-- drdy
其中a>0,b>0,D为椭圆：

+7≤1.
解我们采用下列变换：

x=arcosd, y=brsind,

其中r>0,0≤0<2π.这时变换的雅可比行列式

j=|- r=abr.
此时区域 D对应的区域 D'为

D1={(r,θ)10≤r≤1,0≤θ≤2π}.

于是，我们有

-√h-是-&dray-[-·ddo
=ab?”do?=√1-Fdr=}mab.

这个例题中所用到的变换

是一个常用的变换，通常称为广义极坐标变换.

yl  y-px 例18 求由抛物线y=ax2,y=bx2和

直线y=ax,y=βr(这里0<a<b,0<a<β)

所围区域 D的面积.

2yF
y=by2

J= 解 积分区域见图7.32.根据图形边界的

特征，我们考虑变换

E-2,n-2,o
此变换的逆变换是

图 7.32
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x=,y=.
其雅可比行列式

贵
根据定理2,

asdy=[ly laxtp.
其中 D'={(ξ,η)|a≤E≤b,a≤p≤βì,于是D的面积为

Taay=[afuy-[s

-2(-)-)
习题7,2

!uy1.将二重积分 化为繁次积分，其中 D分别为：

(1)由x轴，直线x=1及y=x 所围之区域；

(2)由直线y=2r及曲线y=x2所围之区域；

(3)由直线x+y=1,y-x=1.y=0所围之区域；

(4)区城：r2+y2≤1;

(5)区域：x2+y2≤y.
2.改变下列二重积分的积分次序：

(2)[r(,fa.y)ay,?uy?” r(a-y)dx;(1)

?ur?ftxyay: (4)[ax?f(x,y)dy(3)

[dr?.f(a y)dy; (o){dy],ftey)dr.(5)

计算下列二重积分：

3.[yd-dy,其中D由y=0及y=sinr(0≤x≤π)所围.

4.ydr~,D曲x-1y2-4t所图
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s.odxdy,D由y=xvx-0,y-1所围.
6.?ay?)a √T=xdx.
7.(a1+y)drdy,D由y-x2y2-x所册：
a.?dr? +.
9.?ur?2y'sn(zy)dy.

10.(x2√1-Fdo,D=(xvy)|x2+y2<1).

11.(d=|+y)d,D=K<x,y)lx|+ly|≤1%.

12.(a+y)a,D为由x2+y2=1.x2+y]-2]所图区域的中间的一块。
利用极坐标计算下列累次积分或二重积分：

na?ts?,(+y)s 4[a?+ dy.
15.[tr?,yt 1s.[“d=?.hn(1+x2+y3)dy.
17.[÷ddy.D是由y-ary-Bx(E>B>a>0)x2+y2-a'x1+
y2=b2(b>u>0)所围的在第一象限的部分.

n8. -cn.其中 D 是由心脏线r=α(1+cns0)与圆周γ=a(a>0)所围的不包
含极点的区域.

19.利用二重积分的几何意义证明：由射线θ=a,θ=β与曲线r=r(θ)(a≤θ≤

是t-(o)]a9.β)所围区域 D的面积可表示成·

20.求心脏线r=a(1+cosD)(a>0,0≤θ<2r)所围区域之面积.

计算下列二重积分：

21[(ax1-=y-y)asdy,其中D由y=-2x+4.y--2x÷7,y-x-2,
y=x+1所用

2(√三+√x)d-dy. ,其中D由xy=1,xy=9,y=x与y=4x 所围.
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2a yarcy,D为圆城：x'+y2≤x+y
24.[(a1+y2)drdy,n为椭图：+≤1.
25.设一平面薄板占有区域 D,其中D位于圆r=3之外部且在圆r=6sind之内

部，已知该薄板的面密度8(x·y)=-(r=√F2+y2),求此薄板的质量
26.设a>0,并令

ru)=|gas,f(a)-e~d
其中 D。=[(x,y)|x2+y2≤a2,r≥0,y≥01.证明，

a)[r(a)]-fedr,其中R.-(Lry)10<x≤a,o≤y<a);
(2)/(a)≤[I(a)]32≤」(√Za);

(3)利用本节例14的结果推出；

!fds=竖
这一结果可以记作

[.-

§3 三重积分的概念与计算

三重积分是关于三元函数的积分.在计算密度分布不均匀的空间物体

的质量、物体的质心以及空间物体绕某一轴的转动惯量等问题时，都需要用

到三重积分的概念.下面我们给出三重积分的定义.

定义 设三元函数f(x,y,z)在一个由有限个光滑曲面所围成的空间

区域Ω上有定义.将Ω任意分割成n个互不重叠的小区域Ω,并在Ω,上任

0一rxx)△V,,意取一个点(x;,y;,z?),i=1,2,⋯,n.做积分和

这里△V;表示小区域Ω,的体积，令λ=max{Ω,的直径).若对区域 Ω的任

意一种分割法以及中间点(x,,y;,zi)的任意取法，积分和的极限

hmftxy,2,AV.
总存在，则称此极限值为函数f(x,y,z)在区域2上的三重积分，记作
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ftry)av 成 fca,y)dcdyd,
其中f(x,y,z)称为被积函数，Ω称为积分区域，dV称为体积元素.

f(any,2,)△V,存在时，我们称函数 f(xry,x)在区域当极限!

②上是可积的

我们指出，有界闭区域Ω上的连续函数或分块连续函数在口上是可积的.
由三重积分的定义不难看出：若一物体占有空间位置Ω,又其体密度

为p(x,y,x),则该物体的质量M可表示为p(x,y,z)的三重积分

M-locy,s)av.
另外，还很容易看出三重积分

v-[ia
恰好就是区域Ω的体积.

三重积分的基本性质与二重积分的性质完全类似，比如，关于被积函数

的线性性质，关于积分区域的可加性，以及积分的中值定理等，对三重积分

而言都是成立的.这里不再一—重述了.

下面我们着重讨论三重积分的计算.

1.在直角坐标系下的计算公式

二重积分可以化成一个累次积分，即叠合在一起的两个关于一元函数

的定积分.三重积分也可以类似地这样做，但是情况略微复杂些：这时的累

z2(x,)) 次积分是一个二重积分与一个关于一元函

数的定积分叠合在一起；并有两种可能性：

一种情况是外层积分为二重积分，而内层积

分为关于一元函数的定积分，另一种情况是

外层积分为关于一元函数的定积分，而内层
积分为二重积分，下面我们分两种情况介绍

其计算公式，而略去其证明.

zl

z=2?(x,y)oi

(1)我们先讨论前一种情况，即外层积x
图 7.33 分为二重积分的情况.这时我们要求积分区

域是一个柱面，而其底与顶可以是曲面：
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Ω={(x,y,z)|(x)y)∈D,z?(x,y)≤z≤zz(x,y)},

这里D是Oxy平面上的一个闭区域.这时Ω是空间中以曲面z=z?(r,y)

为底、以曲面x=z?(x,y)为顶的一个正柱面体，也即它的侧面的母线平行

于z轴.区域 D实际上是Ω在Oxy平面上的投影(见图7.33).
定理1 设Ω满足上述条件，并且其中的z=z?(x,y)及z=z?(x,y)

是D上的连续函数.假定u=?(x,y,z)是Ω上的连续函数，则有

rcy)drdys -Jarcy?y) (7.4)

现在我们来解释公式(7.4)右端积分的意义：对于任意一固定点(x,y)

∈D,我们先对z进行积分，

Tfa yvs)ds.
这个积分值是依赖于点(x,y)的、将它记作F(x,y),公式(7.4)右端的积分

便是F(x,y)在D上的二重积分，也即

rcy)cd
例1求三重积分 z

t-|fa+y+s)dciyd, 小

其中Ω是柱体{(x,y,z)|O≤z≤1,x2+y2≤1}.
解 Ω在Ory平面上的投影区域 D(见 Oi y
图7.34)为{(x,y)|x2+y2≤1},底面为x=

0,顶面为z=1. x′
利用定理1, 图 7.34

1-Jard?(a+y+s)d-(+y+)drdy
-x+cx+y)drdy.

再利用二重积分在极坐标系下的计算公式，

es+y)drdy-?ao(+i·r
=?“(cos+sinodo·?,dr=0.
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1=2于是

例2求三重积分

1- ywsx+2)drcdyds,
其中Ω由平画y-0,8=0,x+x-2及柱面y=√x围成.
解 Ω是以平面x+z=π/2为顶的曲顶柱体，它在Ory 平面上的投影

区域D由直线y=0,x=π/2及曲线y=√工所围成(见图7.35).由公式(7,4),

t-(.sx+2)de]yady
-[an(x+2)|ydrdy

-(a-snr)dcdy
-?dr.a-sinx)ydy

=?,2x-snx)dx =2(音-1).
(2)现在我们讨论第二种情况，即外层积分是一个关于一元函数的定

积分.这时三重积分的积分区域Ω要满足下列要求：Ω要介于平面z=a及

z=b之间，其中a与b是两个给定的常数，并且对于任意z?∈[a,b],平面

z=z?与Ω的交集是一个闭区域，我们记之为 D。相当多的积分区域 Ω是

满足这样的条件的(见图7.36).

zl

π2
zí

H

o
y a

x 2
图 7.35

x

o

图7.36

-y
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定理2 设2满足上述条件并假定u=f(z,y,z)在Ω上连续，则有

ray)dsdyds=「dsrry)ddy. (7.5)

这里公式(7.5)右端积分的意义是：先任意固定一点x∈[a,b],对

f(r,y,z)做二重积分：

F(2)=[f(a,y,x)dxdy,
然后对所得的函数F(z)在[a,b]上做定积分，

例3求三重积分

t-leav,
其中Ω由曲面x=x2+y2及平面x=1围成(见 zl

图 7.37).

解 我们应用公式(7.5),其中区域 D(z)

即：x2+y2≤z,

11

r=fdrf edrdy=?me-de
I2÷,2<E

0 yD

=-e|。=2(1-e1). x
图 7.37

思考题 例3能否用定理1中公式(7.4)计算?为什么?

计算三重积分时，也会遇到对称性的问题.我们指出下面一些规律：假

设积分区域Ω关于Oxy平面对称.若f(x,y,z)关于x是奇函数(即

f(r,y,-z)=-f(r,y,z)),则

ra,yx)V=0,
若f(x,y,z)关于z是偶函数(即f(x,y,-z)=f(x,y,z)),则

!ray)V-2ra.y)aV
其中区域Ω={(x,y,z)|(x,y,z)∈Ω,z≥0}.其他的对称情形，可类推.

请读者自己归纳.

例4 求三重积分

t-(a+y+x)av,
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+F+2<1(a>0,b>0,c>0).其中a:
解

1-x+y2+x2+2ry+20+2c>aV.
由于Ω关于Oxy平面对称，而2yz,2zr关于z是奇函数，所以

2V-1aedv-0
同理，Ω关于Oyx平面对称，而2xy 是关

2=yav-0于是于x的奇函数，故

21

c

1-x+y2+s)av.O
1b y

Ⅲ≈-.应用定理2.分项求积，先求

其中区域 D(z)(见图 7.38)为

a

x
a+-1-图 7.38 (lz|<c),

这是一个椭圆.它的两个半轴长分别为

a√1- 6√1-.及

再注意对称性，有

T=aw-2[=
-2[x2aab1-三]ds=

再由椭球方程关于x,y,z的某种对等性，用类比的方法不难推出

yav=,Hzv-150.
所以1-506c(a2+b2+c2)。
例5 改变累次积分

1-?dr?dy?。”f(a,y)de
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的积分次序为：先对y,再对x,最后对x求积分，

1-asdy?。”fa yv)dx,其中解 先将(写成!

D={(x,y)|0≤x≤1,0≤y≤1-x},

1-fra.y)dxdyas,其中a悬由z-x+y,x=0,x=0.y=0,+则1

y=1所围成区域(见图7.39),2在Oxy平面投影为D.Vz∈[0,1],D.为

出z+y=1,x+y=z,x=0,y=0所围平面区域(见图7,40),利用定理2,

-ffaya)ardy
=fas?ar?fca.ys)ay+?d=(de, fa,y)dy.

yf z=y
Z=x

⋯1
xty

x=|

rty=]

-y
O -x2

x

图7.39 图 7.40

2.在柱坐标下的计算公式

我们已经知道，有时利用极坐标来计算某些二重积分较为简便.对于三

重积分，有时我们可用柱坐标或球坐标来简化计算，

我们先介绍空间点的柱坐标.

设P(r,y;z)为Oryz空间中一点，并设P在Oxy平面上的投影PI

的极坐标为(r,θ)(见图7.41),则数组(r,θ,z)就称为点P的柱坐标.r,θ,

的取值范围分别为

0≤r<+0,0≤θ<2π,-~<z<+~.

同一点的直角坐标(x,y,z)与柱坐标(r,θ,z)间的关系为



34 第七章 重积分

x =rcosd

=rsind,

2=z

z

P(x,y,z)

zo
y

θ
P?

x x

z

O
ǎ

dd dr

dz

y

图 7.41 图 7.42

为了导出三重积分在柱坐标下的公式，我们需要求出在将直角坐标换

成柱坐标时体积徽元 dxdydz与 drdθdz的比率.为此，我们考察在一点

(r,θ,z)处的增量dr,dθ,dz所形成的微元体(见图7.42).为了简单起见，不

妨假定dr>0,dθ>0且dz>0.很容易看出这个微元体的体积为

dV=rdrdθdz.

因此，三重积分在柱坐标下的计算公式是

!furyys)dv=frre,si)dris, (7.6)

其中Ω={(r,θ,z)|(rcosθ,rsind,x)∈Ω}.

使用柱坐标的目的是为了使得积分区域或被积函数化简.常见的有下

列两种情况：

(1)Ω是一个正的柱体，在Oxy平面上的投影的极坐标区域为D,其

底曲面与顶曲面用柱坐标分别表为x=p(r,θ)与x=y(r,θ),

这时，我们有公式

r(a.y,xaxdyds=-arao)rsin,)d,
例6求三重积分

1-M=-y=dv,
其中Ω由曲面2z=x2+y2及平面z=2所围(见图7.43).
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zh

?2

o y

x
图 7.43

解 在这个题目中使用柱坐标的好处在于化简了积分区域.在直角坐

标中，积分区域为

a={(x,yz)x2+y2≤4,}(x1+y2)<x≤2},
而在柱坐标中，积分区域为

a′-{t,B?)|O≤θ≤2m,o≤r≤2,2≤x≤2}.
这样，我们得到

1=ydrdyd =oi·rddds
--css ddx-1-0s24-÷)d.

其中D={(r,θ)|0≤θ≤2π,0≤r≤2},于是

1-}0si2do(4-+),

=2x8-c)·
-2·(1-2)·95=1*

(2)Ω介于半平面θ=α与θ=β(O≤a<β<2π)之间，且极角为θ∈[a,β]

的任一半平面与Ω相截得平面闭区域D(θ)(见图7.44),则有计算公式；

rary.z)av-f.aftreysno,s)rdrds. (7.7)
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z

a y

oJ

6
x

y

图 7.44 图7.45

例7 求三重积分

t-+y+a-
其中Ω由柱面x2+y2=1及两平面z=-1,z=1所围.

解 在这个题目中，对任意取定的θ∈[0,2π],D(θ)为矩形：{(z,r)|

-1≤e≤1,0≤r≤1}(见图7.45),由公式(7.7)有

1=[√+d-2x-2下+
=2x[,(/T+(z-2)2-|z-2|) dx
=π[-√2+3√10+ln(√2-1)-ln(√TO-3)-8].

例8 设Ω是Oyz 平面上的圆盘

(y-a)?+z2≤p2(0<p<a)

绕ε轴旋转一周得到的区域.试求其体积V.

解 显然，所求体积为

v-[rasy.
现在我们用柱坐标来计算这个三重积分

v=fdorrds,
D(f)

其中 D(θ)是下列区域：

{(r,x)|(r-a)2+x2≤p2}.
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可见，D(θ)实际上与θ无关，记之为 D.因此，我们有

v=2rads -2?rd
=2x2√B2-(r-a)^dr=2x2ap2.

3.在球坐标下的计算公式

我们先介绍空间点的球坐标.

设P(x,y,z)为空间中一点(见图7.46),P到原点的距离记作p,向径

O声与x轴正向的夹角记作φ(0≤φ≤π),P在Ory平面上的投影点P?

的极角记作θ(O≤θ<2r),则数组(p·φ,θ)与点P有一一对应的关系，我
们称(p,φ,θ)为点P的球坐标.同一点的直角坐标与球坐标之间有下列

关系：

为了求得球坐标下计算三重积分的公式，我们应该先算出体积微元dV

与 dpdgdθ之比率.我们在任意一点(p.φ,θ)考虑一个小的微元；它由半径

为p和p+do的球面，半顶角为φ和φ+dφ的圆锥面以及极角为θ和θ+
dθ 的半平面围成(见图7.47).它的体积与一个三条棱长分别为

pdg·psingdθ,dp

x

对 P(x,y?z)

ol

B
P^
y

r

zl

Cg

ol

θ

dθ

M

P

dp

dp

-psinode

y

图 7,46 图 7.47
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的长方体的体积近似，即

AV p2sinφdpdpd0.
因而在球坐标下，体积元素可表为dV=p2sinpdpdgdθ,三重积分可表为

!ra.yys)dV=|f(qwing inyin? wy) snydopt,
其中Ω′={(p,φ,θ)|(psingcosd,psingsind,pcosp)∈2}.

当积分区域Ω界于半平面θ=a及θ=β(O≤a<β<2π)之间，且任一极角

为θ的平面与?相截得平面闭区域 D(θ)(p,φ的变化范围),则有计算公式：

Ⅲf(ay,z)av

=?dof(psingcos),psingsin0,pcosp)esingdodg.
□()

(7,8)

特别地，若对任一θ∈[a,β],区域D(θ)为：φι≤p≤φx·pi≤p≤p?(其中常
数φ?vφ?∈[0,π],常数p:,p?∈(0,+~]),则公式(7.8)简化为

fcrys)dV
=do?" dw?fsingcos9,psingsin6 ,peosp)e sinydt.

(7.9)

1-y av,其中例9 求三重积分

Ω={(x,y,z)1x2+y2+z2≤2z}.

解 2的图形见图7.48.由图可见θ的变化域为[0,2π].又任意固定

θ∈[0,2π],D(θ)总是一个半圆.当将球坐标代人方程x2+y2+z2=2z时，

p=20s|o≤g<20≤9<2r)得 .这就是 Ω的边界球面的方程.任意固定

p-2cosp(o≤p<2)θ∈(0,2π),D(θ)的边界曲线出z轴及曲线 所围成

(见图7.49).由公式(7.9)得

1=f do]"de?esin'gsin'ddp
-fsnae]iedp-15".
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zl
x2+y2+z2=2z

1
p=2cosp

r

Q

6
y

14

o

/p

图 7,48 图 7.49

例10 求三重积分

1-+y+av,
其中Ω是球面x2+y2+z2=4与抛物面3z=x2+y2所围的x≥0部分的

闭区域(见图 7.50).

解 由于Ω关于Oyx平面对称，所以

+g+rxV-+y+FdV-0.
同理

+ydV-0.
所以我们有

t-W+y+exaw-H+y+dv.
zl

z
2 p=2心比

0 y π13
0

3005
p= sin2φ

图 7.50 图 7.51
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p-采用球坐标系.球面方程为p=2,抛物面方程为 .此两曲面的

sut2-2.由此得g-子.任意固定θ∈(0,2π),从交线的φ坐标应满足方程

图7.51可以看出，D(θ)的边界由x轴及两曲线p=2(0≤φ≤π/3)和

p-3n(<<2)
组成.由公式(7.9)得

t=fdd4+?e)
=2m([ 2inp de+?)=2r(1-sh)

4.在一般变量替换下的计算公式

除柱坐标及球坐标外，有时还需做其他的变量替换，以化简三重积分的

计算.为了推导一般变量替换下的计算公式，关键是求出在变量替换下体积

微元的变化率，在二重积分中面积微元的变化率恰好是变量替换的雅可比

行列式的绝对值.因此很容易想到三重积分在变量替换下其体积微元的变

化率也是变量替换的雅可比行列式的绝对值.事实上确实如此.下面直接给

出计算公式而略去其证明.

定理3 设函数?(x,y,z)在有界闭区域Ω上连续.又设变换

在Ω'上连续，有连续的一阶偏导数，将Ω’一一对应地变到Ω,且变换的雅可

比行列式

J-BYg)≠0,
则有公式

fa,y?2)V=ycc(a)y(a)(J | dudud

这里所谓变换的雅可比行列式是指

(7.10)
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三阶行列式的计算方法已在本书上册中讲过.

很容易计算球坐标变换

的雅可比行列式

=p2sin3pcos2θ+p2singcos2gcos2θ+p2singsin2θ
= p2sing

由此可见，前面讲过的球坐标计算三重积分的公式实质上是公式(7.10)的

一种特殊情况.

此外，还不难计算柱坐标变换

DC=r.的雅可比行列式 因此，前面讲过的柱坐标计算三重积分的公

式也是公式(7.10)的特例.

在经常使用的坐标变换中还有一类变换称作广义球坐标变换；

其中α,b,c是常数.这个变换的雅可比行列式

J=D0-o'ing.
例11 求三重积分



42 第七章 主积分

1-(---号)av.
F++≤1(a>0,b>0,c>0).其中 Ω:

解 我们做坐标变换：

于是由公式(7.10)得

1=f.ao?dn(√T-F )abcp'singdp
-2madesinedp?,(√1-p )p'dp.

fsingde=2及注意到

[UT=F]rcs'd
--s)
-·1-5)-

我们得到1-管aM.

1=[ydv,其中a由x=a?2x-b2(z>0,0<例12 求三重积分

a<b),x=ay,x=βy(0<α<β)以及x=h(h>0)围成.

解 由积分区域的特点，容易想到用变量替换

如
当(x,y,z)∈Ω时，(u,v,w)∈2',而

Ω'={(u,v,w)|0≤u≤h,a≤v≤b,a≤w≤β}.
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这个变换的逆变换为

因而雅可比行列式

利用定理3,

r-()'-dv tdd

=dmfdo?otw*da
-fd·?d·[d

-(方-后)(-。).
习题 7.3

计算下列三重积分：

1.[(e+e)aV,其中Q为单位媒，x2+y2+c2≤1.
2.[2y2zdv.,其中是由2c=x2+y2,x=2所阴成的区城.

3.sas drtyas,其中a为由平面《-0.y+3-1及性面y-之所面的区
域.(提示：利用对称性.)

4.[edrdhyd,其中口南x+y=4x=2+y及e=0所围
5.(u2-y2-=)dV,a.x+y2+z2≤a(提示：注意积分区域关于x,y,x

--Myaw-=ax)对称，故
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6.[(x2+y2)dv,a3√CFy≤x≤3.
7.[[(y2+=2)dv.a:O≤a1<x2+y2+e2≤b2、

8.(a2+2)av,a,x2+y'<x<1.
9.[2dv,a.x2+y2+g2≤R2,z2+y2≤Rx(R>0).
10.(4+2y+yx+2z)aV,其中a由曲面x1+y/-2t及x?+y2+x2-8所
围且z≥0的部分、

l.(z2+y2)aV,a由x=VR?-x′-√与c-√F2+y 所用.

12.√x+y+Fdv,Q由x2+y2+x2-:所明.
13.[xdv.a,√Bx2+yT<s<√-x=y.
4.,由x2+y2+z?=2ur所围(a>0)

5.Ⅲ?+y2+xdV,Ω由r2+y2+x2=2u2与az=x?+y^(a>0)所图且

z≥0的部分.

+y+a一·a:F*+y2+e2≤1(提示，用球坐标，先对口求积分)16.]Ⅲ:

17.(e3+siny+x)dV、a由z2+y2+x2≤2az,√R2+y<x(a>0)所图.

18.(2y+8-y)dV,a:1≤z<2.0<xy≤2.0≤x<1.(提示、做变遭替
换：u=x,v=xy,w=3z.)

19.[x+D(y+1aV,a,+#+≤1.
301fx+y+z)aV.a:(a-z3+(s-y,)2+(a-x)1≤a2
21.分别用柱坐标和球坐标，把三重积分

1-x√=*+x+=)aV
表示成累次积分，其中Ω为球体x2+y2+z2≤x在锥面z=√3x2+3y上方的部分，

22*.化累次积分
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1-fdrfdy?fte)de
为定积分.(提示；先画出积分区城，参见图7.52,交换积分次序，最后对x求积分.)

zl

z=y
C” c
yo)

/x

A B
y=x

图 7.52

§4重积分的应用举例

1.重积分的几何应用

首先，由二重积分的定义可看出；

um-一平面区域D的面积。
即被积函数为1的二重积分的数值，正好等于积分区域的而积.同样道理，

av-1v,一空间区城口的体积，
即被积函数为1的三重积分的数值，正好等于积分区域Ω的体积.因此，重

积分可以用来计算面积与体积.

例1 求由心脏线r=a(1+cosd)(a>0,0≤θ≤2x)所围区域的面积，

s-[ta.形记解 记D为心脏线所围区域(见图7.53),则所求面积

D=D±UDT,其中D⊥,D下分别为D位于x轴上方、下方的部分.利用D
的对称性，

S=2|da=2|do?dr
D上

=|a2(1+cosd)d
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=a2?(1+2cos0+cos0)d9

=a2(1+2cos0+1+2d-
y z=8-r2-y2

DE
-x

0 2a
DF

图7.53

x

z=x2+32

O y
x2+2y24

图7.54

例2 求两曲面z=x2+3y2与z=8-x2-y2所围区域的体积.

解所求体积可表为

v-[jn.
其中Ω由曲面x=x2+3y2与z=8-x2-y2所围(见图7.54)2在Oxy

平面上的投影区域 D 的边界的方程为

x2+3y2=8-r2-y2,
即

+￥=1,
这是Oxy平面上的一个椭圆周.于是

v-fasdy?dh=2|[a-s2-2y]dcy.
注意积分区域及被积函数的对称性，并做广义极坐标变换：

x=2rcosq·
0≤φ<2π,0≤r≤1

y=√2rsing
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(这时|J|=2√2r),则有

V=16√z?,do?4r(-r')dr=8√Zn.
二重积分还可以用来计算曲面的面积，下面我们来讨论如何用二重积

分来表示曲面的面积.

设空间曲面S的方程为

z=f(x,y),(x,y)∈ D,

它在 Oxy平面上的投影为闭区域D.又设函数f(x,y)在 D上有连续的一

阶偏导数.

为了求得计算曲面S的面积，我们考虑曲面

上任意一点P(x,y,z),并且考虑增量dx>0及
z
As*
AS

dy>0.记△o=dxdy,并记△S为对应于这两个增

量曲面S上微元的面积，如图7,55 所示.

n
P

过P点作S的切平面，对应于微元△a 切平

面上的微元的面积记为△S·.那么我们有
ol
y
dxr

△a =| cosy|△S*, dy

其中y是曲面S在P点的法向量n与x轴的夹

角.

图 7.55

由第六章中的讨论可知，在P点的法向量可以表示为

n=(f.(x,y),f,(x,y),-1).

因此

Iosy|-√+F:a3)+Fa5
从而，进一步得到

△S1=√1+f(x,y)+f(x,y)△o.
另一方面，当△x2+△y2→0时，△S'与△S 仅差一个高阶无夯小量.因

此，

dS=√1+f(x,y)+f}(x·y)do.
由此推出曲面S的面积公式：

s-(+f(c)+f;cw)d.
例3 求球面x2+y2+z2=R2(R>0)的面积.
解 根据对称性，只须计算球面在第一卦限的部分即可.
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在第一卦限部分的球面由函数

f(x,y)=√R2-x2-y2,(x,y)∈D

表示，其中D={(x,y)|x2+y2≤R2,x≥0,y≥0}.我们有

f.xyy)=7 ,r,-
从而

/R+RGy)+7}G)=
利用曲面面积公式，球面面积

s-aly
=8R|

=4rR!
=4xR·(-√R2-F*)|。-4xR'.
例4 求圆柱面x2+z2=R2(R>0)被圆柱面

x2+y3=R2所割部分的面积.
zl

解由对称性知，所求曲面面积是位于第一卦

限中的曲面S,的面积的8倍(参见图7.56).S,在

Oxy平面上的投影区域 D={(x,y)|r2+y2≤

R_

O

ZR y
R2,x≥0,y≥0Y.S;的方程为

/x z=√R2-x2(0≤x≤R).
图 7.56 我们有

2.-页，=0,

M+2+5=
从而

于是所求曲面面积为
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s=8[++ao-8u?
-8?“Rdx-8R”.

当曲面S由参数方程

.(uw)∈ D′
给出时，曲面的面积同样可以用二重积分计算.由第六章的讨论知，S的法

向量

+a
其中

A-BXx:B),B=DN),cD
于是

1avl-1n-T=+8+
as=n-+&+Cd,

其中 dS 为曲面面积元素.又由本章§2的讨论知，

do-lJ I dndo=|Bdud=1 Cl ddv,
因而曲面面积元素

dS=√A2+B3+C2dudv.
为便于计算，再将 √A?+B2+C2变形，即令

(E=x2+y2+,

F=xt+y?yo+2,2,
G=x2+y2+z?

不难验证 A2+B2+C2=EG-F2,于是

dS=√EG-F2dudv,

从而曲面S的面积为
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S=|√Eo-F dad.
例5 求螺旋曲面

0≤γ≤a,O≤θ<2π
的面积.

解由已知条件得

x,= cosθ,,x=—rsind,y,=sind,
yo=rcosθ,z,=0, ze=h.

由此进一步计算得到 E=1,F=0,G=r2+h2,于是面积元素

dS=√r1+h2drdθ,
从而有

s=?do?,√F2+hdr
-x[+R+k(+√F+=)].

2.重积分的物理应用

在这一段中我们将给出重积分在物理中的应用.如果读者已在其他教

程中熟悉了这些内容，则可以跳过这一段.

利用二重积分及三重积分，可以分别计算平面薄片及空间物体的质量，

质心，转动惯量，对质点的引力等.

(1)质量

本章§1中已提到，平面薄片的质量是

M=(ka)a,
其中p(x,y)是薄片D在(x,y)处的面密度.类似地，空间物体Ω的质量是

M=|acevy)aV,
其中p(x,y,z)是物体Ω在点(x,y,x)处的体密度.
(2)力矩与质心

我们先推导一个给定物体在重力场下中关于一定点的力矩公式，然后
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由此导出质心的公式.

设有一个给定的空间物体，它占有的空间区域为Ω.假定该物体在点

P(x,y,z)处的密度为p(x,y,z).在点P(x,y,z)∈Ω处考虑一个微元

dV,那么 dV所受的重力近似为

gp(x,y,z)dV

其中g的模|g|=g(重力加速度常数),而g的方向是x轴的负向.

另外，我们考虑一个固定点 Po(xo,ye,zμ)并

记OP。为r?.这样，物体微元 dV 所受重力关于

P。的力矩近似为
dr

P
(r-ro)×gp(x,y,z)dV, tg

其中r的坐标为(x,y,z),如图7,57 所示，于是，

物体所受重力关于P。的力矩为

fr

oJ
y

t=|(-r)×g(ary)dV. x
图 7.57

因为向量g与点(x,y,z)无关，故

L-u-rm(cy)×E.
假如上述定点P(xu,ya,zo)使得积分

(-r)(-yx)dV=0.
则称该点P。(xg,ya,zo)为物体的质心.

根据前面的讨论，物体所受重力关于该物体的质心的力矩为0.

根据上述质心的定义，质心坐标(xo,ya,zo)满足下列方程组：

(x-a,)g(z、y·x)dV=0,

y-y)g(yv)dV=0,
T(-oocy+)V=0.

于是，我们得到物体质心坐标(xo,yo,xo)的公式：
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?m

m-p(-yx)dV是物体的质量。其中

假如给定的物体是一薄板，并假定它水平放置在Oxy平面上，且在

Oxy平面占位是区域D.另外，设该薄板的面密度为p(x,y).那么,该薄板

的质心(xo,yo)公式为

m-[r(c)a0为薄级政量其中

(3)物体的转动惯量

设有一空间物体，在空间中占有区域Ω,其质量密度为p(x,y,z),任意

取定一点(z,y,z)∈Ω及包含该点的一个微元 dV.该微元物体对于x轴的

转动惯量为

(x2+y2)p(x·y,e)dV.
因而整个物体对z轴的转动惯量为

J.=fa?+y3g(cyx)aV.
类似地，该物体关于x轴与y轴的转动惯量分别为

J.-fv2+=)pcy)aV,
1,=[(e2+z)p(cyia)dV.

该物体关于一点P?(xo,yo,zg)的转动惯量显然应该有下列公式：

Jm-ca-z?2+(9-y)?+a-2.Yl(xy)aV.
特别地，该物体关于坐标原点O的转动惯量为
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Jo-1(c2+y?+e)e(ryx)aV.
我们知道，一个质点关于一个平面的转动惯量是其质量乘以质点到该

平面的最短距离之平方，类似前面的步骤，可以推出物体到三个坐标平面的

转动惯量的公式如下：

Im=eocxy)dv,Jm=o(yx)sV,
Jo=|y teyis)aV.

所有上述关于空间物体的这些公式，对于薄板情况就变成相应的二重

积分的公式.这里不再一—叙述.

由上述讨论中我们看到下列事实：在中学物理中所学的有关质点的力

学概念均可通过微元法和重积分来推广到空间物体或平面薄板上.最后，我

们再举一个例子：空间物体对另一质点的引力的计算.

设有一空间物体，在空间中占有区域Ω,并假定其质量密度函数为

p(x,y,x).又设P。是另外给定的一个质点，其坐标为(xo,yo,zo),质量为

mo.试求物体Ω对P。之引力.

在Ω中任意考虑一点(x,y,x)及其一个微元 dV.那么该微元的质量应

为dm=p(x,y,z)dV.该微元体对于质点 P。的引力应为

dF=k,”,
其中k为万有引力常数，

r=(x-xu+y-yo,z-xo),

r=√(x-xn)2+(y-yo)?+(x-*o),

而r°是r的单位向量.这样，上式又可写成

dF-kg(a:y)dY.
因此，该物体对 P。的总引力为

r-)+T
其中r(x,y,z)=(x-xo,y-yo,α-xo).将r的坐标分量代入公式，即可

得到F的相应的坐标分量：
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F.-km(ayvz)dV,i
4d

F,=km ryvs)av,
2a

F.=bm(ys)av.
例6 求由两圆周

o x
x2+(y-2a)2=4a2,

x2+(y-a)?=a2(a>0)图 7.58

所围的均匀薄片的质心(见图 7.58),

解 由于薄片所占闭区域D关于y轴对称，所以质心(zo,yo)必位于

y轴上，即xa=0.又现在面密度p(x,y)为常数，故

yn=5yas,
其中S为薄片的面积.由图7.58看出，

S=π[(2a)2-a2]=3a2π.

又采用极坐标时，D可表为：0≤θ≤π,2asinθ≤y≤4asin8.因而

yo-?a)sOr
=5-?sin2od9-7a'x.

yn-3a=}a. (0.4)于是 所求重心坐标为

例7 求由平面

a+f+-1(a>0,b>0,c>0)
及x=0,y=0,z=0所围之均匀物体对三个坐标面的转动惯量，

解 物体所占的空间闭区域Ω如图7.59所示.又设体密度为p(常数),

Jo=av-o?
-宁(-a-#)
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=arf,)1--)'dy
-12[(1-=)dx=

由对称性可推得

jn-C,Jo=o.
例8 求半径为R,密度为常数p的球体对一单位质点P的引力.

解 以球心为原点建立坐标系Oxyz,并使z轴通过质点P(见

图7.60),设P的坐标为(0,0,l)(l>0).由对称性可知F=Fy=0.

F.=4Tp+y-)
-4[,+y+-yo, (7.11)

z zh
C P(0,0,1)

OL
b y 0 1R y

x
图 7.59 图 7.60

其中 D(x)为圆域：x2+y2≤R?-x2(-R≤z≤R),用极坐标求二重积分

得

I+P+c-w]mb=c-0{,+mF

-2s-D[-+e=]。
-26(x-0-T-+)

代入(7.11)式得
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F.=2个-2]di (7.12)

现在先考虑(7.12)式中第一项的积分.当l≥R时，z-l≤0,因而

「,=ds=?”,(-1)d=-2R.
当l<R时，由图7,61看出：当-R≤z≤l时，z-l<0;当l<e≤R时，

z-l≥0,这时

-R Q ! R Z
图 7,61

“=dx=?(-1)de+?,1·de--4+R)+R-1=-21.
综合以上两种情况，得

C.-{-2、当1之k时
现在我们来考虑(7.12)式中第二项的积分，用分部积分法可得

*
=-}[a-1]√R"+tF-2+(R+22-2x)*]|

--÷{(R-21R-LI+(R+D?+[1R-1I2-(R+2)J}
当l≥R时，

当l<R时.

综合前面的结果，我们得到

当!≥R时，

当I<R时.

上式中的负号说明引力指向球心.上式表明：当质点P位于球外或恰好在

球面上(即I≥R)时，球体对质点的引力等于将球体的全部质量m=
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含cR'p集中在球心时，球心对质点的引力，而当质点P位于球内时，引力
与球体的半径R无关，这时引力等于半径为1的球体(密度同为p)质量集

中在球心时，球心对该球面上任一点的引力，即一笞N'p·
习题 7.4

1.求由上半球面x=√3a2-x2-y2及旋转抛物面x2+y2=2ax所围立体的表面

积(a>0),

2.求锥面x=√r2+y2被杜面x2=2x 所削下部分
24

的曲面面积. R
3.求由三个圆柱面x2+y2=R2,x2+x2=R2,y2+

c2=R2所围立体的表面积(见图7.62),

4.求由三个柱面x2+y2=R2,y2+x2=R2,x2+x2
OL
R y=R2所用立体的体积

5.求由曲图x2-o2-as.x2+y=(2), R
a=0(a>0)所围立体的体积.(棍示：用柱坐标.)

图 7.62
6.设球体 x2+y2+g2≤2Rx(R>0)上任一点处的体

密度等于该点到坐标原点之距离的平方，求该球体的质心坐标.

7.求位于第一卦限中的部分椭球体

++=≤1(a>0,b>0x>0
的质心坐标，这里假定椭球体是均匀的.

8.求均匀球体对通过其球心的轴的转动惯量.

9.求质量为 M 的均匀椭圆柱体

E+#<1,o≤x≤h
对各坐标轴的转动惯量.

10.求质量为M的均匀椭球体

÷++≤1(a>0,b>0.c>0)
对各坐标轴的转动惯量、

11.求密度为p的均匀圆柱体：x2+y2≤a2,0≤x≤b,对位于(0,0,h)处的单位质

点的引力(h>b).
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zh
h

Atana y

x
图 7.63

12.求高为h,顶角为2a的均匀圆雏体对位于其顶点的单
位质点的引力(参见图7.63).

13.证明等式：

I?=I;+Md2,
其中1:为物体对l轴的转动惯量，I;为物体对通过其质心且

与!轴平行的7轴的转动惯量，d为两轴间的距离.M是物体

的质量.(提示：将I轴取成z轴.假定此时物体的质心坐标为

(xo,yavzn),则应有x+yǐ=d2.)

第七章总练习题

1.画出下列累次积分所对应的二重积分的积分区城的草图，并改变累次积分的积

分次序：

?u=?,”ay. (2)fds[“ dr:(1)

uf.?u[."de18dy,(3)

2.求下列曲线所围之面积：

(1)抛物线x=-y2与直线y=x+2;

(2)抛物线x=y2与x=2y-y2、

3.画出下列累次积分所对应的二重积分的积分区域的草图，并求其面积：

f, ar?dy: (2f,drx+{(1)

4.求下列累次积分：

?ay4os(r2)dr; (2)?ax( )(1)

5.设函数?(z,y)在区域D上可积，f(x,y)在 D上的平均值定义为

/在D上的平均值=D的画积Jf(-y)a。
(1)求f(x,y)=rcos(ry)在区城

D:0≤x≤π. 0≤y≤1
上的平均值

(2)求f(x,y)=sin(x+y)在区域

D:0≤x≤t,0≤y≤t/2

上的平均值，

6.设一薄板由抛物线x=y～y2和直线x+y=0所围，其面密度为p(r,y)=
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x+y;求该薄板对x轴的转动惯量，
7.求下列薄板的质心坐标：

(1)薄板由直线y=x+y=2-x及y轴所围，面密度为

p(x,y)=3(2x+y+1);

(2)薄板位于心脏线

r=1+cosf(0≤θ<2x)

的内部且在圆

r=1(0≤θ<2π)

的外部，面密度为常数.

8.求双纽线r2=4cos28 所围区域的面积(见图7.64).

h

2

32 x

0 1 x

图 7.64 图 7.65

9.将下列累次积分化为极坐标下的累次积分，并计算其值：

[as?2~(=2+y)dr( (2)[dy|eds;

[?"xsdy, (a [d?)mx2+y+1dx.
(1)

(3)

10.求心脏线r=1+sinθ(O≤8<2π)所围区域中位于第一象限部分的面积(见

图7.65).

11、求圆x2+y2≤a2上所有的点(x,y)到原点的平均距离，

{ds?dy?。”的积分次序，12.改变三重累次积分

(1)先对y求积，然后再对zx求积；

(2)先对x求积，然后再对z,y求积.

/avy2)dV用往坐标化为果次积分，其中积分区城a由桂面13.将三.重积分

r2+(y-1)2=1,抛物面z=x3+y2及平面x=Q所開.

["de?u?14.写出二重累次积分 rdz 之积分区城的边界曲面的方程(用直角

坐标),
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fw,8x)rd-iad.化为累次积分，其中0分别为，15.将三重积分

(1)Ω由圆柱面r=2sin0,平简z=4-y及x=0所围；

(2)Ω由两柱面v=1+co?θ及r=l(r≥1的部分)与两平面x=0,x=4所围；

(3)Ω由平面y=0,y=x,x=1,z=0及x=2-y所围.

16.设区域Ω由曲面z=√r(0≤θ<2m),柱面r=4及平面z=0所围，求占有区械

Ω的均匀物体的质心的坐标、

17.将三重积分

feyx>av
用球坐标化为累次积分，其中Ω由出面p=2,p=coBφ以及Oxy 平面所围.

18.考虑三重果次积分

1-flfa,
(1)将【用直角坐标化为累次积分；

(2)将Ⅱ用球坐标化为累次积分；

(3)求I的值.

19.将三重累次积分

[r
用球坐标化为累次积分，并求其值。

20.将三重累次积分

fald,
用直角坐标化为累次积分.

21.设闭曲面S在球坐标下的方程为

p=2sinp (0≤θ<2π,0≤g≤π),
求S所围立体的体积



第八章曲线积分与曲面积分

第七章所讲的二重积分与三重积分，是定积分的一种推广.本章要讲的

曲线积分与曲面积分，也是定积分的推广：它们分别以一段曲线(包括平面
的和空间的)或一张曲面为积分区域.这两类积分同样有很丰富的实际背

景.依据物理或几何问题的不同要求，曲线积分与曲面积分都分两种类型，

其中第一型曲线积分和曲面积分与方向无关，而第二型曲线积分和曲面积

分与方向有关.

§1第一型曲线积分

1.第一型曲线积分的概念与性质

在考虑物质曲线的质量、质心、转动惯量等问题时，需要用第一型曲线

积分的概念.

设有一条不均匀的物质曲线L,以A,B为其两个端点，并设L 上任一

点M(x,y,x)处的线密度为p(x,y,z),求L的质量m.
我们仍用分割、近似代替、求和、取极限的方法求

m 的值.
→B

△s
将曲线L 任意分割成n段，设第i段的弧长为 L (i,ni,Gi)

△s,,在第i段上任取一点(E?,η,ζ)(i=),2,⋯,n)

(见图8.1).当分割很细时，第i段上每点的密度都与

p(ξ,η,5?)相差很小，因而第i段的质量△m,近似为
图 8.1

△m;≈p(ξ;,qi,ζ)As,,
求和便得整个曲线L的质量m的近似值：

m-Eom,≈(e.,g.k.)A
令λ=max{△s,},若极限
Cim

(,)
存在，则我们认为此极限值就是曲线L的质量m,即有
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m=206,m、5)
实际中还有许多其他问题，也都需要求上面这种形式的和的极限.这就

导致了第一型曲线积分的概念。

定义 设函数f(x,y,z)在分段光滑的曲线段L上有定义.我们将L

任意分成π段，第i段的弧长记作△s;(i=1,2,⋯,n).在第i段上任取一点

(E,ni,S;).令λ=max{△s;}.若极服

re?K,)△
对于曲线L的任意分割法及中间点(Ea,π.,Si)的任意取法都存在，则称此
极限为函数f(x,y,z)沿曲线L的第一型曲线积分，也叫作对弧长的曲线

积分，记作

? ffa,yne)ds.
其中f(x,y,z)称为被积函数，L称为积分曲线，ds称为弧微分.

由定义我们可看出，线密度为p(x,y,z)的曲线L的质量m 就等于函

数p(x,y,z)在L上的第一型曲线积分的值，即

m=?,p(z,y,z)ds.
而积分

?]·ds
恰好是曲线L的弧长s.

在定义中我们要求曲线L是逐段光滑的.这样，曲线L上任何一段弧

都有弧长可言，从而△s;是有意义的.

f(.g、5)a,存在，则称函数f(x,yì2)若定义中所说的极限

在L 上可积，

今后约定，我们称函数f(x,y,x)在一条曲线L上连续，如果f(x,y,z)

在一个包含L的区域上连续.

我们不加证明地指出：若f(x,y,z)在一条分段光滑的曲线工上连

续，则f(x,y,z)在L上可积.

当曲线L落在Oxy平面上且被积函数是二元函数f(x,y)时，相应的
第一型曲线积分有下列形式：
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(fry)dr,
并称为平面第一型曲线积分，

下面我们列出第一型曲线积分的性质而略去其证明.

(1)设两函数f(x,y,z)与g(x,y,z)在L上可积，则对任意两个常

数C?与C?,函数Cf(x,y,z)+C?g(x,y,z)也在L上可积，且有

,[c,f(x,y,z)+Cg(x,y,2)]d

-c.[f(x-y,x)dx+C.?,g(x,y,z)dx.
(2)若曲线L由有限条分段光滑曲线段L,,L。,⋯,L。组成，而它们彼

此不重叠，并且f(x,y,x)在每一个L;(1≤i≤m)上均可积，则f(x,y,z)

在L上可积，且有

(fa,yz)ds=?.f(x,y,z)ds+[f(rryvz)ds
+⋯+[f(x,y,e)ds.

设L有两个端点A 与B.这时曲线L有两个走向：从A到B,或从B

[mfds与[ds分别表到 A.第一型曲线积分与曲线的走向无关，即若用

示沿L从A到B的积分与从B到A的积分，则有

Jfa·yix)ds=Jf(a-yz)d.
这是由于第一型曲线积分定义中的f(E,n.,ξ)与曲线走向无关，而△s;是

第i段小曲线的长度，也与曲线的走向无关.
第一型曲线积分的值不依赖于积分曲线的走向，这一性质是它区别于

下面要讲的第二型曲线积分的重要特征，

2.第一型曲线积分的计算

为了简单起见，我们先讨论平面上的第一型曲线积分的计算.

假定L是Oxy上的一条曲线，其方程由丽数y=y(x)(a≤x≤b)给

出，并假定y=y(x)在[a,b]上有连续的导数.又设f(x,y)是给定在L上
的一个连续函数.现在考察应该如何计算积分

1-( fxry)di.
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(e.m)根据定义，这个积分是和式
M;

M-;
y选)

的极限.在现在的情况下，对L的任意一个分割

都相当于对区问[a,b]的一种分割(见图8.2),

因此，上述和式可改写为a x-15xr b

f(e,g)an-(ey()△图 8.2

另一方面，很容易看出；

△s≈√△x;+[y(E)△x2=√1+[y'(E?)F△x;
(△π,=x:—I-|)

于是，上述和式又近似于

点f(e,y(6))√T+[√(G)于Ax..
可以严格地证明，当λ=max{△s;}→0时，必有λ=max{△r;}→0,并且当

d'=max{△x;}→0时，上述和的极限就是我们的线积分I,也即
1i5m

1=1mf(6,y(e))√T+[V^(Tar,
-?f(x,y(x))√T+[V'4]Fdx.

总之，我们得到了公式

{f(x,y)ds=?f(x,y(z))√1+[y()]dx.
它把第一型曲线积分的计算归结为一个定积分的计算，

实际上，上述公式是十分自然的.根据定义，第一型曲线积分

(favy)ds
中被积函数定义在L上，而L由方程y=y(x)给出，因而f(x,y)自然换

成f(z,y(x)).另外，其中的 ds 是弧微分.根据以前的知识，

ds=√1+[y'(x)]2dx.

我们将前面讨论的结果写成下面的定理形式.

定理1 设曲线L是由函数y=y(x)(a≤x≤b)给出，其中y=y(x)

在[a,b]上有连续的导数.又假定函数f(x,y)在L上连续，则我们有公式

?f(xry)ds=?f(zry(x>)√I+[y(x)Fdx.
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例1计算下列平面第一型曲线积分.

1-[yds,
其中L是由y=e(0≤x≤1)所决定.

解由定理1,有

1-f√I+dx-÷V+e?)|。

-(√I+e )-.
定理1很容易推广到一般由参数方程给出的平面曲线的情况.假定曲

线L 由参数方程

v.二4) (a≤t≤β)
给出，这时，在计算积分

[f(a·y)ds
时，其中的x与y分别由φ(t)与ψ(t)替换，而弧微分

ds=√[g(t)]3+[φ(t)]d.

这样，我们自然有下列定理.

定理 2 设曲线 L 的参数方程是

G- (a≤t≤β),
其中函数φ(t)与ψ(t)在[a,β]上有连续的一阶导数.若f(x,y)在L上连

续，则有计算公式

(fca.y)ds=?.f(φ(u),y(u))√q*(+y( d.
我们可以像证明定理1一样来证明定理2.这时，对曲线L的分割实际

上对应于对参数区间[a,β]的一个分割：

to=a<t?<⋯<tm-;<tm=β.

点(φ(t?),ψ(t?))(0≤i≤m)构成了L的分割点.这时问题归结为求极限

mf(φ(6)*(e,))a,
其中λ=max{At;},5;是[t?-,t.]中任意一点，而△s;近似于
|

√[p'(s:)]2+[y(ξ)△t..
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注意到及φ’的连续性，可以证明△s,的上述近似的误差是比A更高阶的

无穷小量.因此，上述极限存在.这就证明了我们的公式.

例2设L 的参数方程为

{5=RamL: (0≤θ≤π,R>0).

求下列第一型曲线积分：

1=[,x2(1+y2)ds.
解 由定理2,注意到ds=√R2sin2θ+R2cos2θdθ=Rdθ,我们有

1-?k'cs20(+R2siu20)·Rd9
=R?cosd)+Rcssir'd

=R'·空+R··
在使用参数方程计算第一型曲线积分时，我们要特别注意上限与下限

的选取：不论被积函数如何，在使用定理2中公式时总要保证上限β大于

f(e.g.)an,中的△x下限a.这是因为在定义第一型曲线积分时，和式

是代表弧长，它应当总是正的.当我们借助于参数换成弧微分时

√[φ'(f)]2+[y(E?)F△t;也应当是正的.这就要求上限大而下限小.(否

则，将导致△,=t;-t,-<0,从而使√[g(&,)]2+[y(E)]△t;<0,不能
作为△s;的近似值.)

例3 求曲线积分

[zy2d,
其中L是以O(0,0),A(1,0),B(1,1)为顶点的三角形的边界(见图8.3).

解 L由三条直线段 OA,AB,BO构成，它们的

方程依次为B
y=0,0≤z≤1;x=1,0≤y≤1;
y=x,0≤x≤1.

于是它们的弧微分依次为
o| A x

ds=√1+02dx=dx,ds=√1+02dy=dy,
图8.3
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ds=√1+l2dx=√2dz.
这样，我们有

fxy2ds-?0·dx-0,
J.=v2ds-?1·y2dy=3,
[rys-?x1·√2dz=÷V2,

从而

[xy2ds=}+÷√2.
在这个例子中，当计算 OA与OB上的积分时，我们选取x为参数，而

在计算 AB上的积分时我们选取了y为参数，并且在计算时，我们总使上限

大于下限.

以上我们讨论了平面上的第一型曲线积分.下面我们给出空间曲线的

第一型曲线积分的计算公式，

定理3 设L 为一空间曲线，其参数方程为cc
并假定x(t),y(t)及z(t)在[a,β]上有连续的导数，又假定f(x,y,z)在L

上连续，则有下列公式：

(fa·yix)ds
=?fx4)yα),x))√(x'@)]+LYGF+[R(G]d.
我们略去这个定理的证明，它与平面曲线情形的证明完全类似.

例4设L的参数方程为：

(o≤t≤1),L:·

试求积分

1-?(x+x)d.
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解 我们先计算弧微分

ds=√1+(3√2t)2+(3t2)2dt=√1+18t2+9t1dt.

这样，应用定理3,我们得

I=?(+r)√I+18x2+dt
-5(1+18/2+9x?)**|=5(56√7-1).

例5 求螺旋曲线第一旋

(O≤t≤2x)

的弧长，其中a>0,b>0.

,1d,我们先计算弧做分解 曲线 L的弧长是

ds=√(-asint)2+(acost)2+b2dt=√a?+b*dr.

应用定理 3

{1ds=?”√a*+6dt-2π√a2+b2.
例6 求1=?,√2y2+z2ad,,其中L为圆周

=y2+e2=a', (a>0).
解圆周L 分成两个半圆 L,和

L?,其中

tn+y)
t+2* y

可
L?的参数方程为

x
x =asinpeos4 图 8.4

(0≤g≤π),y-asingsin,
1C0S
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先计算弧微分

d.=√?oaageat)+(aossn{)'+(-aingyiap
=adg,

应用定理3,

,√FFd=?/(anginf)+(acy-atp
=a·adp=xa2.

Lε的参数方程为

x =asinpcos -4)元

(0≤φ≤π).(n-a)=asinpsin|

同理可得 ds=adφ,并且

J。x+Fds-?√?(eingsn(-3))'+(aop)-adp
=?a·adp=na2.

I-[√2y2+x2ds+?√2y*+*ds=2ka'.因而

创7求f=[,yds、,其中L为心形线r=a(1+cosθ)(a>0)的上半部
分.
解 将θ看作参数，L 的参数方程为= (0≤θ≤π),
其中r(θ)=a(1+cosθ).于是

dθ=√P2(θ)+[r(θ)]dθ

=√a2(1+cosθ)2+(-asinθ)2d0

=√2a2(1+cos)dD=2acos2d0,
则
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1=[yds=-?(1+cos)sin9·2acos2dθ

=8a「cos sin2do

-8a(-5os2·2)|=5a
习题 8.1

?,(ay+yx+sx)ds.l.求 ,其中L为过四点O(0,0,0),A(0,0,1),B(0,1,1),

C(1,1,1)的折线.

9,zyd,其中1.是正方形：Ix|+|y|=a (a>0)的边界。2.求

3.求 ,(1+y2)ds,其中L为摆线段：x=a(t-sint),y=a(1-cost),O≤≤

2π.

[+d,4.求 ,其中L为螺旋线段：x=acost,y=a sint ,x=b(0≤t

≤2π,a>0,h>0).

$(z+y)d:,5,求( ,其中C为双纽线y2=a2cos2θ的右面的一瓣(a>D),(提示：先

写出曲线的参数方程.)

{,xyd,其中1是情图周+-1位于第一象限中的那部分.6.求

?√*+y*ds,其中L为曲线段，7.求

x=α(cost+tsint),y=a(sint-tcost)(0≤l≤2t),

?(x+√5-=*ax,其中L南曲线股L?与Lg组成8.求斗

(见图 8.5),L、与L,的方程分别为

1

t. {二 0≤x≤1;0l
y2

Ln {5-1. o≤x≤1.小
工’

图 8.5

+答=1上任一点(xy)处的线密度为Iyl,9.若椭圆周：

求椭圆周的质量(0<h<a).

10.求均匀摆线段：r=a(t-sint).y=a(1-cost)(0≤(≤x)的质心(其中a>0),
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[x2d,其中工为图用：{+-c(11.求 提示：从所给两方程中消去

:得x2+zy+y'-,,再令r=z;-y,y=x?+y,娟3x+y{-..由此推出!的参
数方程为

x-月E-)y),≤≤

§2 第二型曲线积分

某些物理量的计算导致第二型曲线积分的概念，其中一个典型的例子

是一个受力的质点沿曲线移动所做的功.本节中我们先从这一实例出发，给

出第二型曲线积分的定义，然后讨论它的计算方法，

1.第二型曲线积分的概念

为简单起见，我们先讨论平面第二型曲线积分.
设有一条平面光滑曲线L,并且给定了L的一个走向，其起点为A,终

点为 B.设想有一质点沿L移动，它在点(r,y)∈L所受的外力为

F(x,y)=(P(x,y),Q(x,y)).

我们要计算该质点沿L自A移动至B时外力F所做的功.

我们用分点A=Av,A,,⋯,A,=B将曲线AB任意分割成n段小弧

A.-(A,(i=1,2,⋯,n),

设第i小段的弧长为△s;.当△s,很小时，F在A;-tA;

上的变化不大，可近似地看作为常力F(E;,n),其中

(6,n)为弧段 A,-A;上任意取定的一点；同时可将

质点的运动路径A,iA,近似地看作从A,-i到A,的

直线(见图8.6).于是力F在这段上所做的功△W,近

似为

A4

pB
F(St,n)

A;
Airt

图 8.6

△W;≈F(E,,η?)·A,A..
设F(x,y)=P(x,y)i+Q(x,y)j.又

(8.))

A-A=△xi+△y.j,

其中△x;=x;-x-;△y,=y;-y;,(i=1,⋯,n).于是(8.1)式可写成
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△W;≈P(E;,y;)Ax;+Q(6,,η;)△y,i=1,2,⋯,n.

所求总功W近似为

w=EW,≈P(e,m)△z+Q(6?)△y.
令λ=max{△s;}.我们定义变力F沿AB所做的功为

w-Lm≥tP(,m)ax?+Q(m)△y,]
上式也是一类“和”的极限，和号中的每一项由两个向量点乘而得.现在，我

们给出第二型曲线积分的一般定义.

定义设L是从点A到B的一条分段光滑有向曲线，向量函数

F(x,y)=P(x,y)i+Q(x,y)j在L上有定义.按照L的方向，依次用分

点A=A?(xo,y?),A,(x?,y),⋯,Ao-1(rn-t)yn-1),A(r,yn)=B将
L分成n个有向小弧段A;-?A;(i=1,⋯,n),A-A,的弧长记作△s,,并令

a=max{△s).在A,-A,上任取一点(E;,n),若极限

t(em)·AA,-m[P(Eg)Ax.+Q(e,g)Ay.]
(其中△x?=x;-r?-t,△y:=y;-y;-;)存在(不依赖于对曲线L的分割法
及中间点(E;,?:)的取法),则称此极限为向量函数F(x,y)沿曲线工从A
到B的第二型曲线积分，也叫作对坐标的曲线积分，记作

[F(x-y)·dr,Pdr+Qdy或
其中dr=(dx,dy).有向曲线AB称为积分路径.
由定义看出，外力F沿曲线L从A 到B所做的功可表为第二型曲线

积分

w=[x·dr.
需要注意的是，定义中的向量A;-1A;的指向是由曲线L的走向确定

的.当L的指向相反时，A;-?A;的指向也相反，因而第二型曲线积分是有方

向性的.当L的走向改变时，第二型曲线积分的值就要改变符号，这是因为

当曲线L的指向从B到A时，若仍用原先的分点A,(i=0,⋯,n)来分割曲

线L,则根据定义有

IF()·dr=mZr·AA=Im(-AA)
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-·m·A.A,=-[mF(M)·dr
这个性质若从变力做功这个例子的物理意义来看，则就很显然了.

类似地，可定义空间向量函数

F(x,y,x)=(P(x,ye),Q(x,y,z),R(x,y.z))

沿空间有向曲线L 的第二型曲线积分

?,P(a,yve)dx+Q(x,y·e>dy+R(x·y,x)dx,
或

[F(x.yie)·dr.
以下我们用F(M)泛指二元向量函数F(x,y)=(P(x,y),Q(r,y))

或三元向量函数F(x,y,z)=(P(x,y,x),Q(x,y,z),R(x,y,e)),用dr

泛指平面向量(dx,dy)或空间向量(dx,dy,dz).第二型曲线积分有下列性

质.
设F(M)与G(M)沿曲线AB的第二型曲线积分存在，则有
(1)k?F(M)+k?G(M)沿AB的第二型曲线积分也存在，且

[,F(M)+k?G(M)]·dr-k?[F(M)·dr+k?|F(M)·dr,
其中k,,k?为任意常数.

(2)若曲线AB由AC及CB组成并且AC与CB的走向与AB一致，则

[F(M)·dr-JgF(M)·dr+J(M)·dr.
(3)积分路径方向相反则积分值的符号相反，即

JF(M)·ar--[F(M)·dr.
性质(3)是第二型曲线积分与第一型曲线积分的重要区别，

z.第二型曲线积分的计算

与第一型曲线积分类似，第二型曲线积分的计算也可归结为定积分的

计算.只是现在我们需要注意曲线的走向.

定理1 设曲线L的参数方程为

=84),a≤1≤B(p≤r<a),
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其中φ(t),ψ(t)有连续的一阶导数，当t单调地(递增或递减)由α变到β

时，曲线L上的点由A变到B.若函数P(r,y),Q(r,y)在曲线上上连续，

则有计算公式

[P(x,y)dx+Q(x+y)dy

=?[P(g(2),k())q′(t)+Q(q(t),k(4))y(c)]di.(8.2)
证我们先证明

JP(rvy)dx=|P(g(),y(x))q′()di.
按L 的方向顺序用分点

A=A,A,,⋯,A。=B

将L任意分割成n段.设分点A,(x,,y,)对应于参数t,(i=0,⋯,n).由拉

格朗日中值定理，有

△x,=φ(t)-φ(tji)=φ1(t;)△t;,

其中t;在t:-i与t;之间.于是，我们有

P(6,)ax=P(g(x)y(a))g′(,)a,
其中ξ=g(t;),??=y(t;),

注意P(x,y)在L上连续及P(φ(t),y(t))φ′(t)在[a,β]或[β,α]上

的连续性，并令A=ax(△s.),μ=R{△},不难看出μ→0 时λ→0,并
有

mP(e.)ax,=1mP((r)k(c.))φ(,)..
由曲线积分及定积分的定义，上式即

(P(xry)dx={P(g4),ψ(x)φ′α)d.
同理可证

Ja(zy)dy=?@(φ(4),g(x))φ()di.
将以上两式相加即得到所要的(8.2)式.证毕.

这个定理说明，为计算第二型曲线积分，只须将x,y,dr,dy分别用参

数表示式φ(t),ψ(t),φ′(t)dt,ψ1(t)dt代入第二型曲线积分之中，就化成
了对t求从a到β的定积分.
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应该特别强调指出：第二型曲线积分与曲线给定的方向有关，在将第

二型曲线积分化为关于参数的定积分时，定积分的下限应对应于曲线之起

点，而上限应对应于曲线之终点.也就是说，不必考虑两端点对应的参数值

的大小关系，总是将起点对应的参数值作为下限，而将终点对应的参数值作

为上限.因而有时可能下限大于上限.

设L是由方程y=g(z)给出，a≤r≤h(或b≤r≤a),而积分方向是

由A(u+g(a))到B(b,g(b)).这时可将x看作参数，上述的公式就变成

[P(ry)dx+Q(x·y)dy
=?[P(x·g(x))+Q(x·g(x))g'(x)]dx.

这就是说，当曲线由y=g(x)给出时，我们只须将第二型曲线积分中的y

及dy,分别换成g(x)及g'(x)dx,再求从α到b的定积分，即得第二型曲

线积分之值.这里再一次强调的是，不论a与b谁大谁小，总是起点 A对应

的a为定积分的下限，而终点 B对应的b为上限.

同理，当曲线 L 的方程为

x=h(y),c≤y≤d(或d≤y≤c)

且h(y)连续时，有计算公式

(P(ryy)dx+QKx,y)dy
=fTP(h(y),y)h(y)+Q(h(y),y)]dy,

其中起点A对应于y=c,终点B对应于y=d.

空间曲线的第二型曲线积分的计算，完全类似于平面曲线情况.现在，

我们给出其计算公式而略去其证明.

设空间曲线L的参数方程为

x=p(t).

{y=ψ(t),α≤t≤β(或β≤t≤α),
z=X(t),

其中φ(t),ψ(t),x(t)有连续的一阶导数.若P(x,y,z),Q(x,y,x),

R(x,y,z)在L上连续，则有计算公式

J~P(x,y,z)dx+Q(x·y;2)dy+R(x·yvz)dz
-?tP(g(v),4u),x(4))p′t)+Q(g(t),φ(4),X(4)4′()
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+R[p(t),ψ(t),x(t)}X'(t)]dt,

其中起点 A 对应于参数值a,终点B对应于参数值β.

例1计算曲线积分

?,(x2+y2)dz+(x3-y2)dy,
其中积分路径L分别为：

l
(1)折线段OAB;A(I,l)

(2)直线段OB;

(3)半圆孤OAB(见图 8.7).
这里A=(1.1),B=(2,0);0为起点，B为终

点.
o| B(2,0) π

图 8.7 解(1)直线段OA 的方程为

y=x,0≤x≤I,

这时dy=dx.

直线段 AB的方程为

y=2-x,l≤r≤2,

这时 dy=-dx.于是

?,(z2+y2)dx+(x2-y3)dy
=?。(z2+y2)dx+(z2-y3)dy

+?。(x2+y3)dx+(x2-y')dy
=?[(x2+x2)+(x2-x2]dx+?[x2+(2-x)^]dx

+?[x2-(2-x)](-1)dr
-?22dx+?2(2-x)'dx=3+3=3

(2)直线段OB的方程为

y=0,0≤x≤2,
这时dy=0.于是

「,(a2+y")ds+(x2-y2)dy=?x2dx=3
(3)半圆弧 CAB的极坐标方程为
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r(θ)=2cosd,0θ≤π/2,

其参数方程为

{x=r(θ)cosO=2cos2θ, o≤0≤{y=r(8)sinθ=2cosθsind,

起点O(0,0)对应于0=π/2,终点B(2,0)对应于θ=0,于是

{(x2+y2)dx+(x2-y2)dy
”4co9+4cos0sit29)·(-4cosdsin2)
+(4cos'θ-4cos2θsin2θ)2(cos2θ-sin2B)]dθ

-C-16co2sinθ+8cos*0(2cs0-1)]d0

=4cs10|-8?co9(4cos9-4cos'θ+1)d0

=4-8(4·8·3-4·2+1=4-π.
本例中三条积分路径的起点与终点都相同，但积分的值却不相同.一般

来说，第二型曲线积分的值不仅与起点及终点有关，还与积分路径有关.但

也有特殊情况(参见例 2).

例2 计算曲线积分
yl

{,(x+y3)dr+3rydy,
A(0,b) C(1,1)

其中积分路径L 分别为：

(1)折线 AOB;(2)折线 ACB;(3)以

原点为圆心的单位圆周上的圆弧AB.其中A

=(0,1),B=(1,0),C=(1,1)(见图 8.8).上

述三条路径均以A为起点，B为终点.

0| B(1,0) x

图 B.8
解(1)直线段 AO 的方程为

1=0,0≤y≤1,

这时dx=0.直线段 OB的方程为

y=0,0≤x≤1,

这时dy=0.于是

f⋯(a+y)dx+3rydy
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-?(x+y?)dx +3zy'dy

+?(a+y3)dx+3zy2dy
=f0dy+?dx=

(2)AC的方程为

y=1,0≤x≤1,

这时dy=0.又CB的方程为

x=1,0≤y≤1,
这时dx=0.于是

?(x+y3)dx+3xy2dy
-?(x+y')ds+3xydy
+?(x+y3dx+3zy'dy
=?,a+1dx+?3ydy
=2-1=2.

(3)圆弧AB的参数方程为

3-: o≤i≤2,
且A(0,1)对应于参数t=π/2,B(1,0)对应于参数t=0.故

[(x+y')dx+3zydy
-[(cost + siu2)(-sint)+3costsint ·cosx]d
=(costsint + sin't)-3sin2(1-sin2)]dt

=2i2|+(2-3+3·)-2
在本例中，沿着以A为起点、B为终点的三条不同的积分路径，第二型

曲线积分的值都相同.实际上，读者可以试着任取一段以A为起点、以B为

终点的分段光滑曲线L,都可算出
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,(x+y2)dx+3zy2dy-2.
本例说明，对于有些第二型曲线积分，其积分值只与起点及终点有关，而与

积分路径的选取无关.下节我们将专门讨论这个问题.

在—条闭曲线上考虑第二型曲线积分有重要意义.我们先看一个例子.

例3 计算

1=5。-(a+y2+y-y),
中其中C'为圆周x2+y2=a2(a>0),按逆时针方向(记号 表示积分路径C
Jx(”

是一条封闭的曲线).

解 C的参数方程为

=asi, 0≤t≤2π.
当t由0增至2π时，C按逆时针方向，所以应取0为下限，2π为上限，于是

1-?=(ax +ain)(-asn)acsn -ant kaca)a
=f,=2m.
顺便指出，当积分曲线为Ory平面上的一条闭曲线时，通常规定逆时

针方向作为闭曲线的正向.

例4 求空间第二型曲线积分

1=[ydx+xdy+(x+y+x)dz,
其中L为自点A(2,3,4)到点B(3,5,7)的直线段.

解AB =(1,2,3),所以L的参数方程为

2 c
1-?[(3+21)+(2+1)·2+(2+1+3+24+4+34)·3]dt
-?(224+34)dr =45.
例5 求空间第二型曲线积分

1=5,rydz+yzdy+xxde,
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32

x =0

z

=π

0

图 8.9

k12=·
y

其中L 为椭圆周

+y++).
积分方向如图8.9所标示.

解L的参数方程为

x=cost

{y=sim,
[x=1-cost —sint,

其中O≤t<2π.当t从0增到2π时，相应

点的移动方向恰是积分方向.因此，我们有

I=[costsin(-sinx)+ sin:(1-cos4- sint)cost
+(1-cost—sint)cost(sint —cost)]dt

=?”(-3coxsin2t+2sintcost- sintcos2t-can2t+cost)d

--fsdt--?dt=-x.
cx sit2:dt-0等)(这里用到

最后我们指出第一型曲线积分与第二型曲线积分之间的联系.虽然两

类曲线积分的定义不同，但在一定条件下可以互相转化.

由第六章§5的讨论知，当曲线L用参数方程c
表出时，(x1(t),y'(t),z1(t))是曲线的切向量，因而

dr=(dx,dy,dz)=(x'(t),y1(t),z1(t))dz

也是切向量，且其方向与积分路径的方向一致，又dr 的模正好是弧微分，即

|dr |=√(dr)2+(dy)2+(dz)2=ds.

设dr的方向余弦为cosa,cosβ,cosy,则有

(co cosp,cos)=T=(
由此得

dx=cosads, dy=cosβds,d?=cosyds.
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因而

{cPdx+Qdy+Rdz-[(Pcosa+Qcosg+Rcosr)ds,
其中 cosa,cosβ,cosy为曲线AB上各点的切线(且其方向与积分方向一致)
的方向余弦，

上式刻画了两类曲线积分的关系.需要注意的是，式中 cosa,cosβ,cosy

与曲线的方向有关.当曲线的方向改变时，cosa,cosβ,cosy都要改变符号.

对于平面曲线，上述公式变成下列形式：

?Pdx+Qdy=?(Pcosa+Qcos)ds,
其中cosa,cosβ是曲线AB上各点处与AB同方向的切线的方向余弦。

例6 将第二型曲线积分I=?,ydx+xdy+zyzdz化成第一型曲线
r=2t,

积分，其中L 是曲线 {y=t2,上从点A(0,0,-1)到点 B(2,1,0)的一段.
2=t-1

解 dr=(x1(t),y1(t),z'(t))dt=(2,2t,1)dt.因为L的方向是参数

从i=0增加到t=1的方向，则

(m)=-(千十十)
与积分方向一致，又利用x=2t,y=t2,得到

(os0oy)=(5+15+0√F+),
进而

I-[,ydx+xdy+xyzdx

-[(y·5+++++)d

-[+
习题8.2

[,2ryds-xdy1.求」 .其中L沿下列不同路径从原点O(0,0)到终点A(2,1)(见
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yi

C

0

A(2,))

m

B x
图8.10

图 8.10):

(1)直线段OA;

(2)以Oy轴为对称轴的抛物线段 6mA,

(3)折线段OBA;

(4)折线段OCA.

2.求[F·dr,其中F=(x2+yvx+y2),工沿下
列各路径从点A(1,0)到B(-1,0):

(1)半圆周v=-√1△rE

(2)直线段 AB:

(3)折线段ACB,其中C点的坐标为(0,-1).

fx2dy-y2dx,其中积分路径为栅圆州十-1.按道时针方向。3.求

?(x2-2xy)dx+(y?-2xy)dy,其中L分别为：4.求

(1)曲线y=x'上由点(-1,1)到点(1,1)的一段；
(2)由点(一1.1)到点(1,1)的直线段.

中，ydr +zdy+xdx,其中L为螺旋线段：5.求

x=acost·y=asint、x=b(0≤i≤2π,a>0,b>0)

?(x2+y')dr+(x2-y)dy,其中工是曲线y-1x1上从点(-1,1)到点6.求

(2,2)的一段。

4.本7.求 ,其中L是以A(2,0),B(0,2),C(-2.0),D(0,-2)为顶点的

正向正方形闭路.

{(x1-x+)dz+2xy'dy-ydx,其中L为依参数：增加方向的曲线：8.求

4=t,y=t2,z=2(0≤l≤1),

f(e2-y2)dx+(x2-g23dy+(y-z2)d=,其中L为球面：2+y2+z2-1在9.求!

第一封限的边界，方向由A(1,0,0)到B(0,1,0),到C(0,0,1)再回到A.

f,zdr+zdy+ydr,其中闭曲线L由下列三曲线段(按参数；增加的方向)10.求(

所围成：

<<
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=crci
{,p·d,11,求 ,其中F=(y-z:x-x,x～y),L.为圆周

(. a>0.0<β<π/2,
从x轴正向看去，L沿逆时针方向、(提示：将y=xtanβ代人球面方程，可推山所论圆

周的参数方程为

 
12.设力F=(y-x2,z-y2,x-z2),今有·质点沿曲线

 
自点A(0,0,0)移动至B(1,1,1),求 F所做之功，

13.设力F=yi-xj+(x+yπε)k,求：

(1)质点沿螺旋线L,: =x=acost·y=asint,
从A(u,0,0)到B(a;0,c)时，力F所做的功，

(2)质点沿直线 AB由A到B时，F所做的功，其中A,B与(1)中的相同.

f,=*gt+y.14.求 ,其中L为双纽线r2=a2cos2φ(a>0)的右面的⋯瓣，

沿逆时针方向，

§3 格林公式·平面第二型曲线积分

与路径无关的条件

我们在上节中曾看到，某些平面第二型曲线积分的值，只依赖于积分路

径的起点与终点，而与积分路径的选取无关.本节我们将讨论，当函数
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P(x,y),Q(x,y)满足什么条件时，曲线积分

?P(a,y)dx+Q(x,y)dy
与积分路径无关而只取决于起点 A与终点 B?为讨论这一问题，现在先做

些准备工作，

在第六章§1中我们介绍了平面区域的概念.现在再进一步介绍单连

通区域及多连通区域的概念.

我们说L是一条简单闭曲线，如果它是一个映射φ:[a,β]→R2的像，

其中φ在[a·β]上连续，φ在(a,β)上是一一映射，且q(a)=φ(β),

从几何上看，一条简单闭曲线就是起点与终点相重合，而其他处不自交

的曲线.

若尔当(Jordan)证明了下列著名的定理：若L是R2中的一条简单闭

曲线，则 R2\L 由两个连通的开集组成，其中一个为有界集合，另一个为无

界集合.这个在直观上非常容易接受的事实在数学上的证明并非十分简单.

简单地说，一条简单闭曲线总是将平面分作两个区域，其中一个区域是有

界的，而另一个是无界的.我们将其中有界的区域称作该简单闭曲线的内部.

一条简单闭曲线也称作若尔当曲线.

现在我们可以定义什么是单连通区域了.

定义1若平面区域 D 中的任意一条简单团曲线的内部都包含于D

之中，则称 D 为单连通区域；否则称作多连通区域.

显然，上半平面

H={(x,y)ly>0}

是单连通区域.另外，一条简单闭曲线的内部(也即由一条简单闭曲线所围

成的区域)是单连通的，如图8.11中的 D.如果在一个单连通区域内挖去一

点A,或挖去若干个点，或挖去若干个闭区域，那么所剩下的集合就不再是
单连通的了，见图8,12与图8.13,

OA

D

图 8.11 图 8,12 图 8.13
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在本节讨论中，我们所涉及的区域都是有界区域，并且都是由一条或几

条简单闭曲线所围成.我们将不涉及像前面提到的上半平面 H这样的区域.

定义 2 设区域 D的边界为L,L 是由一条或几条简单闭曲线所组成.

我们说边界曲线L的正向是指这样的方向，使得沿这个方向前进时区城总

落在左侧.规定了正向的边界曲线L记作L'.

图8.13中L+的方向如箭头所示.最外层的边界曲线的正向是逆时针

方向，而内层的几条边界曲线的正向则是顺时针的，

显然，由一条简单闭曲线所围的有界区域，其边界曲线之正向是逆时针

方向，如图 8.11 所示.

1.格林公式

格林公式揭示了在一个平面区域上的二重积分与沿其正向边界曲线的

第二型曲线积分之间的关系.在数学形式上看，它相当于微积分基本定理在
一定意义下的推广，这一点留待后面解释.而在自然界中，它又是许多物理

现象的反映，成为许多平面物理场的研究基础，

定理1(格林公式)设函数P(x,y),Q(x,y)在有界闭区域 D上有

连续的一阶偏导数，D的边界L是逐段光滑的，则有格林公式：

4.pas+aay=[(e-8)drdy. (8.3)

其中L+为区域D的正向边界.

证 先证

4.Pa=-[ePady. (8.4)

根据区域 D的不同，我们分三种情况进行证明.

(1)区域D由曲线

y=y?(x),y=y?(x)

(y?(x)≤yz(x),当u≤r≤b时)及直线x=avx=b所围成(见图8.14).

根据曲线积分的计算公式，有

fPdx=[Pdr+?Pdx+|Pdx+[Pdr

-{P(x,y?(x)dx+0+?P(x·y:(x)dx+0
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=-?[P(x,y.(x》)-P(z,y)(z))]dx.
另一方面，根据二重积分的计算法，有

Taddy-fd-?-|P(y;())-P,y,(z)]dx.
比较上面两式，即得所要的公式(8.4).

y=z(x)y
(2)D是单连通区域，但 D的边界线L

与某些平行于y轴的直线之交点多于两个(见
AF B

图 8.15).

B' 这时，可引一些辅助线将D分成有限个

小区域，使每个小区域由(1)中所述的曲线围

成.在每个小区域上利用已证得的公式(8.4),

然后再将所得的结果相加.注意到在所引的辅

助线上，两次使用公式(8.4)时曲线积分方向

A'!
yFy(x)

o a xb

图 8.14

正好相反，因而在这些辅助线上的曲线积分相互抵消.这就推出公式(8.4)
对整个区域依然成立.比如，图8.15所示的区域D,可以用辅助线分作5个

小区城 D;(i=1,2,3,4,5),记每个 D;的边界为L.,那么我们有

!-y---pa-p.
(3)D是多连通域.

这时仍然可以通过做辅助线的方法将D分作若干小区域，如图8.16

所示.对于每个小区域使用上述公式(8.4),然后相加，即得出对于整个区域

D上公式(8.4)成立.

H
Az

L D?
L?

D?

D?

D?

L?

Ls

o| x

外

0| x
图 8.15 图 8.16

完全类似地，可以对由曲线
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x=x,(y),x=x?(y)(c≤y≤d)

(x?(y)<x:(y))及直线 y=c与y=d 所围的区域 D证明公式

4.ads=[aedcdy, (8.5)

其中L是D的边界.再证对于一般区域D,公式(8.5)同样成立，证明办法是

用平行于x轴的直线段将D分割成若干小区域，使得每个小区域的边界满

足上述要求，对每个小区域使用公式(8.5)然后再相加，就得到一般区域上

的公式(8.5).

fPdx及φQdy将前面已证明的关于 的公式相加，即得到格林公

式(8.3).证毕.

格林公式为计算第二型面线积分提供了一种办法.

例1 求

1-5,ydx+2zdy,
其中L为正方形ABCD的边界，A=(1,0),B=(0,1),C=(-1,0),D=

(0,-1)(见图8.17).

解 利用格林公式，
B[0,I]

1-[(-)ardy C(-1,0)
0[ A(1,0)

-[(2-1)d-dy
=区域 D 的面积

D(0,-1)

=(v2)2=2. 图 8.17

32-37-1时，一般地说，当

fPdr+Qdy=曲线L所围区域D的面积.

P=-29,Q=2x时有32--1,因而有特别取.

D的面积=rdy-ydr. (8.6)

+<1的面积D.例2 求椭圆

x
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解 椭圆的边界方程为- O≤t<2π.
由公式(8.6)得

D的面积-2Fady-ydz
-acs·bcosx-bsinx(-asint)]dt
=abdt=abr.

例3 求曲线积分

$=(+2+yy 其中L+为光滑的闭曲线.
解这里

pcry)=,acy)-y
P(x,y),Q(x,y)在原点处无定义，为利用格林公式，故须分两种情况讨论.

(1)当L所围的区域D内不包含原点时，P(x,y),Q(x,y)在D内有

连续的一阶偏导数，这时可用格林公式.不难算出

2--,
82-3F-0.于是也即

5.-e+9a*y--ody-a.
(2)当L所围的区域D包含原点作

为其内点时，由于P(x,y),Q(x,y)在D

内一点(即原点)处无定义，也就不满足格

林公式成立的条件，故不能在区域 D 上

用格林公式.为了能用格林公式，需要把
原点“挖掉”.为此以原点为圆心，充分小

y

L+

b,C
O 女

的r(>0)为半径作一小圆C,使C 整个

包含在D内(见图8.18).在挖掉小圆域C

之后的多连通区域 D,上，可利用格林公图 8,18
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式.设C的边界曲线为F,则有

f-+32ady=0,
这里(L+F)”表示多连通区域D?的正向边界曲线.这时L按逆时针方向，

而F按顺时针方向(见图8.18).因而

+
=5.=C+2
-5.=(+3+

由上式即可推出

4.=c+9)*+(4f=+2))
此式说明，沿任意一条将原点包围在其内部的光滑正向闭曲线L的积分，

都等于沿以原点为圆心的正向圆周P+的积分，而后者不难求出：令x=

rcost ,y=rsint,0≤t<2π,有

.=+y
=t-y2(o+sint)(-sim)+r'(cost-sin)(cost)]d
=?1dt=2m.

因而我们得到当原点在L 内部时，

f=++y-y)=2m
这是一个非常典型的例题，它告诉我们格林公式的条件必须严格验证，

郎使在一点处不满足，也不能使用.

副4 求F=[,c(1-cosy)dz-e2(y-siny)dy,其中工为曲线y-
sinx上从x=0到x=π方向(见图 8,19),

解 记O(0.0),A(π,0),做定向辅助线段OA:y=0(0≤x≤π),L与

OA 围成区域，记为 D.

在这个例题中，P(x,y)=e(1-cosy).Q(x,y)=-e2(y-siny).利

用格林公式，
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y

0 A
-￥

图 8.19

-[P(x,y)dx+Q(x,y)dy+?P(x,y)dz+Q(a,y)dy

-(-)ardy,
1-?P(aydx+Qtry)dy-|(-)drdy.

注意到，在OA上y=0,dy=0,则

P(x·y)dr+Q(x·y)dy=e(1-cos0dx =0.

-)drdy=t-e(y-siny)-c siny]acdy

=-esdrdy--ftr?.ay
=-?c·n2xdx=-?e··d
-c2dx-?edx
-·52can|。-÷|=-÷(e-).

1=÷(e-1).于是

若直接计算第二型曲线积分比较麻烦，一个有效的方法是利用格林公

式，但曲线不封闭，则可以添加辅助线使之构成封闭曲线，以便用格林公式

化为二重积分，再减去辅助线上的积分(易计算)即得结果.

例5 设函数u(x,y)在有界闭区域 D上有连续的二阶偏导数，L为

D的边界且逐段光滑.证明：
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4.=a,
色地其中 表示函数u(x,y)沿L 的外法线方 y o

功、

Au-3++3)向的方向导数， L

证 设r。为 L+的单位切向量，其方

向余弦为 cosa,cosβ.而n。为L的外法线
方向的单位向量.设m=(a,b).tn与m应

nó

0 x
满足(见图 8.20)

no·ta=0及nn×to=k, 图 8.20

其中k为z轴正方向的单位向量.由于

=(acosβ-bcosa)k,

故条件na·t=0及ao×tp=k 即表为--
由此解出α=cosβ,h=-cosa,即

nc=(cosβ,—cosa).

此式说明n?的方向余弦为cosβ,-cosa.于是由方向导数的定义，有

4.=f.(aos-a,e)ds
=5.-34
-)-2()]ay
=cy

证毕.

例6 设区域D的边界为闭曲线L.某稳定流体(即流体的流速与时间

无关，只与点的位置有关)在D=D+L上每一点(x,y)处的速度为
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v(x,y)=(P(x;y),Q(x,y)),

其中函数P(x,y),Q(x,y)在 D上有一阶连续偏导数.该流体通过闭曲线

L 的流量φ定义为

φ=fo·ndi,
其中n为L的外法线方向的单位向量.试证明下列公式成立：

4.⋯·nd-[(B+)an.
证 设L-的切向量的方向余弦为cosa,cosβ,由例5知

n=(cosβ,—cosu),

于是

.o·nds=f(Pcosg-Qcowa)ds-fPdy-Qdx.
又由格林公式可得

.pay-aar=[(+).
由上两式即可推出所要的公式.证毕.

(+器)上述公式也可看作格林公式的另一种形式.物理上称函数 为

平面向量场v=(P(x,y),Q(r,y))的散度.于是上述公式的物理意义是：

稳定流体通过某一闭曲线的流量，等于其散度在该闭曲线所包围的区域上

的二重积分之值.

以后我们还将专门探讨散度的意义.

2.平面第二型曲线积分与路径无关的条件

现在我们来讨论，当函数P(x,y)与Q(x,y)满足什么条件时，第二型

曲线积分

JPdx+Qdy
的值只与起点A、终点B的坐标有关，而与联结A,B两点的积分路径无关.

首先指出一个事实：

JPdx+Qdy在区命题 在区域 D内任意取定两点A,B.曲线积分

域 D 内与路径无关的充要条件是：对于 D 内任意一条简单逐段光滑闭曲
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线 C,沿C的曲线积分为零，即

fPdz+Qdy=0. D
B

n
证 必要性 在 D 内任取一条简单逐段光滑闭曲 Cl m
线C,在C上任取两点A,B(见图8.21).设曲线C被分

成 AnB与AmB两段.由假设，有

A

[Pdx+Qdy-[Pdx+Qdy, 图 8.21

移项得

0-JPdx+Qdy-[Pdx+Qdy
-Pdx+ady+?Pdx+ady
-f.Pdx+Qdy.

必要性证完.

充分性的证明本书从略，读者自己可以试着给出一个直观的证明.证毕.

下面我们给出曲线积分与路径无关的两个充要条件，

定理2 设D是单连通区域，函数P(x,y)与Q(x,y)在D内有一阶

连续偏导数，则对D内任意取定的两点A与B,曲线积分

JP(x,y)dx+Q(x,y)dy
与路径无关的充要条件是等式

C -2D

在 D 内处处成立.D?
证充分性 已知上述等式在 D 内处处成立.在

D 内任取一条简单闭曲线C,记C所围之区域为D

(见图8.22).曲于D是单连通区域，因而D?被包含在

D内，于是在区域D,上用格林公式得
图8.22

4.pax+ady-[(-)dy-[asray=0.
再由上述命题即推出积分与路径无关. -必要性 我们假定上述积分与路径无关，要证明等式 在D内
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处处成立.用反证法.设在 D内一点M。处上述等式不成立，不妨设

(-)|-a>0.-由假设可知函数 在 D 内连续.因面在 D 内存在以M。为圆心，以充

分小的正数r为半径的小圆域D。,使在整个 D。上，有

2-F>2
设 D。的边界线为C。,在D。上用格林公式，有

.pas+aay-[(-)±=dy>2·w>a.
但C。是 D 内的简单闭曲线，由证明假设及前面命题，应有

.Pdx+Qdy-a.
于是发生矛盾.证毕.

思考题 雨数 P(xvy)=二年2,Q(ay)= 在环形域 D:
O<δ≤r2+y2≤4上有连续的一阶偏导数，且在 D内处处成立等式

2-F
但由例3知，对于以原点为圆心，以r(δ<r<2)为半径的圆周C(C是D内

的闭曲线),有
yh

$Pdr+Qdy=2x≠0.
这与定理1是否矛盾?为什么?

例7 求曲线积分0 A x
{。(z2+y)dx+(x+y'sin2y)dy图8.23

其中AO是上半圆周y=√x(2-x)(0≤x≤2),

沿逆时针方向(见图 8,23),

2-1-解 这里P(x,y)=x2+y,Q(x,y)=x+y2sin3y.因为

水心又它们在全平面上连续，所以积分与路径无关，就可换一条便于计算的
积分路径.如可取下列直线段 AO 为积分路径；
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y=0,0≤x≤2,

这时

J(x?+y)dx+(x+y'si2y)dy
-?。(x2+y)dx+(x+y2sir2y)dy-|z*dx=-≤

dx+Qdy与路径无关时,它只是起点 A 与终点 B的当曲线积分

函数，可记作

fPdz+Qdy.
下面我们给出第二型曲线积分与路径无关的另一个充要条件.

定理3 设函数P(x,y),Q(r,y)在单连通区域D上有一阶连续偏导

数，则等式

2-
在D内恒成立的充要条件是Pdx+Qdy恰是某个函数u(x,y)的全微分，

即有

du(x,y)=Pdr+Qdy.

a#=证充分性 已知存在函数u(x,y),使du=Pdx+Qdy.于是

P.-Q.由此可得

部一米，7一
于是·学 32,与83的连续性意味着 的连续性，从而这两个混合偏导

5-2数相等，即得

2-#必要性 已知等式 在 D 内处处成立，由定理 2,曲线积分

JxPdx+Qdy
与路径无关.现在我们固定起点A(zo,yo)∈D,而终点B(x,y)可在 D内

移动，则上述曲线积分就是终点(x,y)的函数，用u(r,y)表示这个函数，即
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令

u(xy)-?Pdx+Qdy.
现在，我们来证明由上式所确定的函数u(x,y)满足关系式：

3-P(x(y),我=Q(zy).
a-P(t·y),而-Q(xry)的证明完全类似。我们只证

在D内任意取定点B(x,y),再任取 B'(x+△r,y)∈D,且使BB'也

在D内(见图 8.24).由于积分与路径无关，从A到B'的积分可看成先从A

到 B,再从 B沿直线 BB'到B'的积分.于是
l B(x,y)

B(x+△x,y) u(x+△x,y)-u(x,y)

-JPdx+Qdy-JPdz+Qdy
-?Pdz+Qdy
=[,~P(xry)dx=P(∈,y)Ar,

A(xo.Ya)

0 x

图 8.24
其中ξ介于x与x+△x 之间.这里最后一个

等式是应用积分中值定理的结果.再注意，当P在D内有一阶连续偏导数

时，P(x,y)本身在 D内也连续，因而有

im“+an2)-y(9)=HimP(Gy)=P(z?y),
af=P(a,y),即

.8另一方面，P(x,y),Q(x,y)的连续性意味着 的连续性，从而推

出函数u(x,y)在D内可微且

dx-a-dx+g*dy-Pdr+Qdy.
证毕，

推论 设函数P(x,y),Q(x,y)在单连通区域D内有连续的一阶偏

JPdx+Qdy 与路径无关的充要条导数.对任意两点A,B∈D,曲线积分

件是：Pdx+Qdy恰是某个函数u(x,y)的全微分.此外，当Pdx+Qdy是



§3 格林公式·平面第二型曲线积分与路径无关的备件 97

u(rsy)的全微分时，有

[xPdx+Qdy=?dn=x(B)-u(A), (8.7)

其中u(A)表示函数u(x,y)在A点处的函数值，u(B)的含义类似.

证 推论的前半部分由定理1及定理2即能推出，现证公式(8.7).

过A,B两点在D 内任做一曲线AB,设AB的参数方程为

G-:sn
其中α,β分别对应于A点及B点.这时我们有

?P(a,y)dx+Q(ry)dy
-?“TP(g()*())g′4)+Q[g(c),y(c)y(4)]dt

-[(+ )-?(a
=v(g(t),φ(4>)|”=u(B)-u(A).

证毕，

这个公式与牛顿-莱布尼茨公式十分相似.因此，我们也常把满足条件

du=P(x,y)dr+Q(x,y)dy

的u称作Pdx+Qdy的原函数.

例8求曲线积分

[d,
其中 A =(2,1),B=(1,2),AB 是 圆 周

yl B(1,2)
(x-1)2+(y-1)2=1上的一段圆弧(见图 8.25).

2-2-·解 不难算出 ,又 P(x,y),

Q(x,y)在任一包含点A,B且不与y轴相交的单连

通区域 D 内有连续的一阶偏导数，所以曲线积分在

dx*d2=d(-2)、D 内与路径无关.且不难算出

A(2,I)

OT x

图 8,25
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(-2)是即[ 的一个原函数，于是

J=()
=(-2)la-(-2)|--2

由上述例子可以看出，在具体计算一个第二型曲线积分时，如果能实际

地求出Pdx+Qdy的原函数，那么问题就变得十分简单，现在，我们给出求

原函数的一些办法.

设函数P(x,y),Q(r,y)在单连通域 D中有连续的偏导数，且满足

a-F为了求得Pdx+Qdy的原函数，可以采用下列三种方法。
方法一 在D中取定一个特殊的点(xo,yo)作为积分的起始点.然后

fPdx+ady.选取一条特殊的路径求曲线积分 ,这里所谓特殊路径依

具体问题而定，比如有时选择平行丁坐标轴的折线作为积分路径往往很方

便.通过在这种特殊路径上的曲线积分求得u(x,y).

=P求得P方法二 先固定y,将 P(x,y)看作x的函数.这时由

a=P(x.y),并(x,y)关于x的原两数，将其记作u?(x,y).这样--来，

a(a)-0.我们令有

u(x,y)=u?(x·y)+φ(y),

-Q可知，y(9)应满足其中φ(y)是待定函数.再由

+g′(y)=Q(x,y),
Q(y)-3这里，Q及u:都是已知函数.那么问题就归结求已知函数 关

于y的原函数g.求得了这样的φ之后，就得到要求的

u(x,y)=u(x,y)+?(y),

注 这里应当说明，当我们由

q′y)=Q(xy)-#
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求g(y)时，不难证明上式右端实际上仅是y的函数，也即与x无关，事实

上，对上式右端关于x求偏导数，我们有

a.[a(y)-ax]-32-&yar-3?-3F=0,(zy)∈ D.
这就表明Q(xy)-仅是y的函数
方法三即凑全微分的方法，也就是说，从给定的Pdx+Qdy出发，利

用全微分的法则，从形式上把它凑成某个函数的全微分.

下面通过一个例子更具体地介绍这三种方法.

例9 设P(x,y)=x1+4xy1,Q(x,y)=6x2y2+5y1.

[Pdr+Qdy与积分路径无关.(1)对平面上任意两点A,B,证明

(2)求Pdr+Qdy的原函数u(x,y).

Pdr+Qdy.(3)求曲线积分

解(1)由于P(x,y),Q(x,y)在全平面有

=12xy2=邹
以

一阶连续偏导数，且 ,所以曲线

积分与路径无关.

B(x,y)

(2)方法一 用曲线积分法.选坐标原点为曲

线积分的起点.对平面上任意一点B(x·y),取积

分路径为折线OCB,其中C=(x,0)(见图8.26).

「 C(x,0) x

图 8,26

u(xry)=?°Pdx+Qdy
=[Pdx+Qdy+?Pdx+Qdy
=?xdx+?(6x2y+5y)dy

=ξx2+2xy2+y2.
方法二 固定y,关于x1+4xy3对r求不定积分，得其一原函数

u,(x(y)=ξx2+2x2y'.
这样，Pdx+Qdy的原函数u(x,y)可表示成
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u(x,y)-ξx2+2x2y3+φ(y),
其中φ(y)是一待定函数.再由

ay-6z2y2+g′(y)=Q(x.y)=6x2y2+5y*
得φ'(y)=5y?.求原函数得q(y)=y?+C,其中C为任意常数，代人上述

u 的表示式得

u(x,y)=ξx2+2x?y2+y?+C.
方法三(x?+4xy3)dx+(6x2y2+5y?)dy

=x?dx+(4xy2dx+6x2y2dy)+5y?dy

-d()+d(22y')+d(y)
=d(x?+2x2y+y).

所以

u(x,y)=ξx?+2x2y3+y*.
Pdx+Qdy=a(xy)|

-(÷x+2xy2+y2)1=64.

(3)

习题8.3

1、应用格林公式计算下列曲线积分：

(1)f(xy2+y')dy~(x1+x'y)dx,其中L为圆周；x2+y2=e2;
(2)中y'dz+x2dy、、其中L′为以O(0,0),B(1,0),C(0,1》为顶点的三角形

OBC 的正向边界线；

(3)?√E2+ydr+y[ry+ln(x+√F^+y)]dy,其中工是以点A(1,1),
B(2,2)和C(1,3)为顶点的三角形的正问边界线；

(4)事，(x+e siny)dx+(z+e cosy)dy,其中L是双纽线广=cox20的右半支：

(5)|_(e siny+sinr-8y)ds +(e casy-siny)dy,其中L为上半圆o≤y≤
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√ax-x^(0≤x≤a)的边界，

2.利用曲线积分计算下列闭曲线所围图形的面积：

(1)星形线x=acos3t,y=asin?t(a>0,0≤t≤2π);

(2)心脏线

-a-c) 0≤t≤2π
fcxy)(ydx+xdy)=0,其中f(u)有连续的一阶导数，L为光滑曲3.证明：

线，
4.证明下列曲线积分与路径无关，并求积分值：

?⋯”(a+y)dx+(x-y)y:(1)

Fmzy(1+yax+x(+y)dy,(2)

f nydre siydy.(3)

5.求 (x?+4xy3)dx+(6x2y2-5y1)dy的值，其中 A(-2,-1),B(3,0),

AB 为任意的路径.
6.求满足下列等式的函数u(x,y):

(1)du=(x3+2xy-y2)dx+(x2-2xy-y2)dy;

(2)du=(2xcosy-y2'sinr)dx+(2ycosx-x2siny)dy.

7.求常数a,b.使

(y2+2xy+ux2)dr-(x2+2ry+liy2)dy
(x2+y2)2

是某个丽数u(z,y)的全微分，并求u(x,y)、

f⋯⋯(+))a+(F+)dy.8.求

9.求 (x2+y)dx÷(x-y2)dy,其中 AB是由A(0,0)至B(1,1)的曲线段

y?=x

10.设D是平面有界闭区械，其边界线逐段光滑，丽数P(x+y),Q(x,y)在D上有

连续的一阶偏导数.证明：

f.[Pco(nx)+Qc(ew)a-(+)d
其中 cox(n,x),cas(n,y)为曲线L.的外法向量的方向众弦.
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11.求曲线积分

f(rosad)+yes(ay))d.
其中L为一封闭曲线，n为L的外法线方向的单位向量.

12.设函数u(x,y);z(x,y)在有界闭区域D上有连续的二阶偏导数，L为D的边

界，分段光滑.证明：

f-(+),其中 为μ沿L的外法

线方向的方向导数；

(ao-van)dm-[(-)d(2)」

13.设u(π,y)是有界闭区城D上的调和函数，即u(z,y)有连续的二阶偏导数，且

满足

a+-0.
证明：

a)中.“()+)] do,其中L为D的边界，n为L的外法线方
向；

(2)若u(xvy)在L上处处为零，则u(x,y)在D上也恒为零，

§4 第一型曲面积分

1.第一型曲面积分的概念

自这一节开始我们讨论一个三元函数f(x,y,z)在一个曲面上的积

分，称之为曲面积分.与曲线积分类似，曲面积分也有第一型曲面积分与第

二型曲面积分之分.这一节光讨论第一型曲面积分.

我们知道，第一型曲线积分与积分路径之方向无关，而第二型曲线积分

则不然，两种类型的曲面积分也有类似的差异，

无论是第一型曲面积分还是第二型曲面积分，都是根据许多实际问题

的需要而引人的

曲面的质量、重心、转动惯量等计算问题导致了第一型曲面积分的概

念，我们先分析一个求曲面质量的问题，

设在空间有一张光滑曲面S,并要求在曲面上每点处都有切平面.假定

曲面上点(x,y,x)处的面密度为p(x,y,x),函数p(r,y,z)在S上连续.
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求曲面S 的质量M,
21 S

用曲线网将 S 任意分成n 小块

△S,(i=1,2,⋯,n,同时也用△S,表示

小块的面积),见图8.27.在每一 △S,上

任取一点(E:,η;,5,),则小块△S;的质
(;,;,5;)

量△m,近似等于p(ξ,η.,ξ)△S,,因雨 o F

M≈s(e,n.S,)△S.
令λ=max{△S,的直径},若极限 图 8.27

(.n,5,)△s,
存在，则可认为此极限值就是曲面S的质量M,即

M-Lmae.m·,)as.
这里涉及一类和式的极限：和号内是一个三元函数限制在一个小曲面

上的值与小曲面面积的乘积.由这类和式的极限我们抽象出第一型曲面积
分的概念

定义设函数f(x,y,z)在分片光滑的曲面S上有定义.我们把$任
意分成n个互不重蚕的小片△S;(i=1,2,⋯,n,同时也用它表示小块的面

积),令λ=max{△S,的直径}.在△S;上任取一点(Gi,η,ξi),若无论对曲

面S怎样的分割及中问点(E;,η;,{;)怎样的选取，极服

tmf(en·5,)△s,
总存在，则称此极限值为函数f(r,y,z)在曲面S上的第一型曲面积分，记
作

Jf,y,x)ds,
其中S称为积分曲面，f(x,y,z)称为被积函数.
由定义看出，不均匀曲面S的质量M,等于其面密度函数p(x,y,z)在

S上的第一型曲面积分，即

M-[a(r,yvx)ds.

M-[as当P(x,y,z)兰1时， 即为曲面S的面积.
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当S为一封闭曲面时，习惯上把f(x,y,z)在S上的第一型曲面积分

记作

f(e,y,z)as
我们指出，当S是分片光滑曲面，且函数f(x,y,z)在S上连续时，

f(x,y,z)在S上的第一型曲面积分存在.

第一型曲面积分有下列性质：

(1)若f(x,y,z)与g(x,y,z)在分片光滑曲面S上可积，则对任意常

数C,与C?,函数C?f+C?g也在S上可积，且有

Trc.fu-yx)+Cig(t.yv2)]dS
=c.(rcrya)4S+C.[a(cvys)ds.

(2)若S由m个互不重叠的光滑曲面S:(i=1,2,⋯,m)所合并组成，

并假定f在S及每个S;上可积，则

favyx>us=fyeds.
在第一型曲面积分的定义中，积分和只涉及函数值及△S,,而△S,表

示小曲面的面积，它们均与曲面的取向无关.所以第一型曲面积分与曲面取

向没有关系，或说第一型曲面积分是无方向性的.

2.第一型曲面积分的计算

第一型曲面积分的计算方法是设法将其转化为二重积分的计算.下面

我们给出其计算公式.

(1)设曲面S由方程

e=g(x,y),(x,y)∈D

给出，且函数g(x,y)在区域 D上连续可微，则有计算公式

reyi)as-|xyk(xy))√T+R:+Rsd.
(fa·y)as时，只要把其这个公式说明，在现在的条件下，在计算

中的z换成曲面方程中的丽数g(r,y),把曲面面积元素 dS 换成

√1+g}+g{da,再确定曲面S在Oxy 平面上的投影区域 D,然后计算在
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D 上的二重积分即可.

当曲面S的方程头

y=h(z,x),(z,x)∈D,

或
x=j(y,z),(y,z)∈D?

时，请读者写出其相应的计算公式.

(2)当曲面S由参数方程

E(u,v)∈
给出时，由第七章§4的讨论知，曲面的面积元素可表示成 dS=

√EG-F*dudv,其中

因而有下列计算公式：

jrteyi)as=(feu)yu)w)√E-F tadn
(8,8)

例1求曲面积分

t--yas,
其中S为上半球面：x=√R2-x2-y2,x2+y2≤R2.

z,-,解S在Ory平面上的投影区域为D:0≤x2+y2≤R2.又

2,=三一.所以

+3+=48-
这样，我们得到
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=yas=|y-R-
-?“-cossin2
-R?cossn'odo

其中

ar  kRd
-R2sin2rd=R·言·=fR.

而

cos bsin2odo-4?。co8(1-caso)d)

-4·(1-￥)·-章.
所以最后得到

I=R··TR*-15xR°,
例2 求曲面积分

1-(a2+y*+x)as.
其中S为圆柱面：x2+y2=R2,0≤z≤H.

zl
解 方法一 我们先求出S上的点(x,y,x)所

满足的显函数表示式.因为对于S上的点(x,y,z),

不论x与y在圆周x2+y2=R2上取什么值，z总是
S? S? 可以取[0,H]中的任意值，因此，这张曲面不可能用

z=f(x,y)的形式给出，而只能由y=h(z,x)或

x=g(y,z)的形式给出.现在不妨采用y=h(z,x)

的形式.

O_ y

x
曲面S可看成由两个曲面S;与Sy组成(见图图 8.28

8,28},其中 $,的方程为

y=√R2-x2(-R≤x≤R,0≤z≤H),
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S?的方程为

y=-√R2-x?(-R≤x≤R,0≤z≤H).
不论在S?或S:上，都有

/+y+x=√1+- , ds-p.,从而
令 D表示它们在Ozx平面上的投影区域：-R≤r≤R,0≤x≤H,则有

t={(a?+y1+e)as+(a2+y+e)as
=(a2+R2-x1+2)
+|(a2+R2-x+)

=2(n+e)4dc
-2R?”(R2+z2)ds]

=2RH≠R*+号).
方法二 用参数方程：

 s<c
(将θ,z看作参数).可算出√EG-F2=R,于是dS=Rdθdx.由公式(8.8)

得

1=?””(k+2)Rdx=2xRh(g2+号).
结合例2,我们简单讨论一下对称性问题，在例2中，积分曲面S关于

Ozx平面对称，又被积函数关于y是偶函数，从计算过程不难看出，有

(a2+y2+s)ds-:(2+y+e)ds.
如果曲面S关于Ozx平面依然对称，而将被积函数换成关于y的奇函数，

那么这时其第一型曲面积分必为零，
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一般地说，我们有下列结论：当曲面S关于Ozr 平面对称，且被积函

数f(x,y,z)关于y是偶两数时，有

Ireryn>as=2fcyy)as,
其中S?={(x,y,x)|(x,y,z)∈S且y≥0};当S关于Ozx 平面对称，而

被积函数f(x,y,z)关于y是奇函数时，则

(rs.yv)as-o.
当曲面S关于其他两个坐标平面对称，且被积函数关于相应的自变量

有奇偶性时，请读者写出类似的简化计算公式.

例3 求螺旋曲面

O≤r≤a,O≤0≤2x
的面积，其中h是正常数，

解 在这个例题中，r,θ是参数，有

zr=cosd,to=—rginθ,y,=sinθ,

yo=rcosθ,x,=0, 20=h,

进一步计算得到

E=x2+y?+z;=1,

F=x,xo+y.yo+x,xo=0,
G=x8+y3+x8=r2+h2.

利用计算公式(8.8),螺旋曲面的S为

s=?”de√EC-Fdr=?do√F2+kFdr
=2m·(2*√F++In(r+√F+F))|;-。

-√a+KF+b'n2+√G+F)
例4 求面密度为常数p的均匀球面：x2+y2+x2=R2对位于点

P(0,0,1)(0<1≠R)处的单位质点的引力(见图 8.29).

解由对称性知

F,=0,F,=0,
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F.-则+y=s zl
P(Q,0,4

用参数方程来计算此曲面积分.球面的参数方程

为

x =Rsinpcosd. 0 yy=Rsingsin0,
y =Rcoso

其中参数φ,&的变化域为D:O≤p≤π,O≤θ<

2π.由此算出E=R2,F=0,G=R2sin2φ,因而 图 8.29

√EG-F2=R2|sing |.

又这时x2+y2+(x-l)2=R2+!2-2Rlcosφ,所以

F.-ApR*+f-iR(o)R |sing|ddp

=2k[+2R/
用分部积分法，

C. m2Rdp
--(Rco-1)d(R2+!2-2Rcosp)-"

--[-?+2Rg
=-(-1-1R=+÷(R2+t2-2R4s))
--元(-1-R-+RL-1RF?)- 当1>R时，当0<1<R时

代入上式得

-1 当1>R时，当1<R时.

上式表明，当质点位于球外时，质点所受的引力等于把球面的质量
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4πR2p全部集中在球心时，球心对质点的引力；当质点位于球内时，不受球

面的引力.

习题8.4

求下列第一型曲面积分：

1.(x+≤y+=)d)ds,S为平面圣+当+二=1在第一卦限中的部分.
2.(y+e)as.,其中S为平面y+z=1,z=2,以及三个坐标平面所围成之立体

的装面、

3.[(cx+y+2)dS,S为1半球面x-√a'-x2-y.

4.$(zy+z)aS,S为球画x1+y2+z2=R2、

s.[?(a+y)4s、s为曲面：一√2千y及平面×-1所训之立体的表面，
6.[ft(y+2)+=(x+y)dS,8为圆锥面E一√2'+y被曲面x2+y'-2ax
(a>0)所割下的部分.

7.[y~ds,5为螺鲀曲面
x=ncosv,y=usinu,z=v(0≤u≤u.0≤v≤2n).

8.(x+y+x)=dS,S为圆锥面的一部分：x-pcwiny-pinins -
pcosu(0≤p≤a,0≤θ≤2π),其中a∈(0,π/2)为常数.

9.求抛物面壳g=÷(x2+y2)(O≤z≤1)的质量，其而密度为p=x+y+z.
10.求面密度为n的均匀半球亮 x2+y2+z2=a2(z≥0)对Oz轴的转动惯量.
11.求一均匀圆柱面x2+y2=R2《0≤z≤h)对位于(0,0,h)处一单位质点的引力

(面密虚为常数1).

12.求位于第一卦限中的球面x2+y2+x2=a2的质心坐标，设该球面的面密度为
常数.

§5 第二型曲面积分

流体通过某截面之流量，电场中通过某曲面的电通量等都是第二型曲

面积分的物理模型.
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第二型曲面积分与第二型曲线积分一样，是有方向性的.曲面的方向性

与选取曲面的哪一侧有关.比如，如果约定流体通过一截面流向截面某一侧

的流量是正的，那么流向相反一侧的流量则是负的.由此可见，为了研究这

类问题，对积分曲面提出了一定要求：要求曲面能区分两侧.这就需要引入

双侧曲面的概念

1.双刨曲面

通常我们见到的曲面总有两侧.比如一张纸币有正面与反面，一张封闭

的球面有里侧与外侧.对于这些有两侧的曲面，我们可以在曲面之两侧各涂

上一种颜色，比如一侧为红色，面另一侧为蓝色.当一个动点在红色的一侧

移动时，如果不经过曲面的边缘，是无论如何不会从红色一侧达到蓝色一侧

的.

然而，并非所有曲面都能用两种颜色来涂

在表面以区分其两侧.
g C

首先 发 现 这 一现象的 是默比鸟斯

(Mobius).他考虑一张长方形纸条ABCD.设

想让 AB端保持不动，而将 CD端扭转180°,
再将 B与 D,A 与C 粘起来，AB与CD 上的

点也对应粘起来.这样就得一条带子，通常称

作默比乌斯带.如图8.30 所示，

A D
BP

AC

图 8.30

对于默比鸟斯带，我们无法在它的表面涂上两种不同颜色，使得其表面

不致在某处截然改换颜色.换句话说，我们只能用一种颜色为默比乌斯带表

面连续着色.这种曲面称为单侧曲面.

如何用数学的语言来刻画双侧曲面与单侧曲面呢?设S是我们所考

虑的曲面，并假定S是光滑的正则曲面(第六章§10).在S上考虑一个点

P.那么S在P点的法向量有两个相反的指向，任意取定其中一个指向后的

法向量记作n(P),设想点P在S上做任意的连续移动，而其法向量n(P)

也随之连续变化(不允许突然改取相反的方向),如果曲面S有下列性质，则

称为双侧曲面：不论P沿怎样的路线在S上连续移动(只要它不跨越S的

边缘),当P返回其起始点时，n(P)的指向没有改变.

不具备上述性质的曲面称为单侧曲面.

由上述定义我们看出：在双侧曲面上，任一点P处取定了法向量n=

n(P),那么当P点在S上连续移动时，法向量n(P)也连续变化(见图
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8,31),如果它自某点 M开始，在S上沿任意一条

路线(不能跨越曲面边界)再返回M点时，其法向

量方向并不改变.

fnn

PM 上述讨论表明，双侧曲面的两个不同的侧，可

由其法向量的两个不同的指向来表示，S

通常我们遇到的曲面都是双侧曲面，比如，设

曲面S由方程
图8.31

z=f(x,y),(x,y)∈D

给出，其中f(x,y)是区域D上有一阶连续偏

导数的函数，它在每一点(x,y,z)∈S都有两个

法向量：

z (-f,-f, I)

s|
P

(f、f,,-1)及(-f,,-f,,1).

这里前一个法向量的第三个坐标小于0,因而它

的指向与z轴的正向成钝角，故该法向量指向 (f,fj,-t)
ol

下方.而第二个法向量的第三个坐标大丁0,因

而该法向量指向上方.因此，对于由这种形式表

示的曲面S,当我们在其上每一点P(x,y,x)处

x

图 B.32

取n=(-f?,-f,,1)时，我们称选定了曲面的上侧；而当在每点P(x,y,

z)∈S取n=(f?·f,,-1)时，我们称选定了曲面的下侧.参见图8.32.

对于我们通常见到的封闭曲面，如球面或椭球面，我们只要指出法线指

向外，还是指向内就足够了.当法向量都选取向外时，我们称取曲面之外侧；

而当法向量选取向内时，我们称取曲面之内侧.

2.第二型曲面积分的概念

我们先研究一个实例.

设有一河道，并假定河道中每一点的水流速度与时间无关，只与点的位

置有关，设在河道中每一点(x,y,z)处的水流速度向量为

v=(P(x,y;z),Q(x,y,x),R(x,y,z)).

又假定在河道中有一双侧曲面S,并在S上选定一侧，求在单位时间内水流

沿选定一侧的流量.

记S上每一点M处选定的单位法向量为n(M).我们将S用一定方式

分割成互不重叠的n个小曲面片AS(i=1,2,⋯,n),同时也用△S,表示

这一小片的面积.在△S,中任取一点M;(ξ,η,{?),那么,在单位时间内穿

y
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越△S,的、沿n(M,)方向的水流量为

△m,=|v(M;)|△5;cos(v(M),n(M))

=v(M;)·n(M,)△S,

(见图8.33).因而通过整个血面S、沿n(M)一

侧的水流总量为

m≈(M)·n(M.)AS.
设λ是所有小片△S;的直径的最大者.当λ→0

时，对上式取极限，即有

dn(M)

p(M;)

M?-
AS; 5

图 8.33

m-limo(M.)·n(M.)AS.
这里又出现了一种和式的极限，由于在很多问题中都要处理这类和式

的极限，数学上就需要引进第二型曲面积分的概念.

现在我们给出第二型曲面积分的正式定义.

定义设S是一个分片光滑的双侧曲面，在S上选定了一侧，记选定

一侧的单位法向量为n(P).假设在S上给定了一个向量函数F(x,y,z).

我们将S分割成n个不相重叠的小曲面片△S,(i=1,2,⋯,n),其面积也

用△S;表示.在△S;上任取一点M;(Er,y;,Si),考虑和式

r(ém,k.)·n(G,g,5,)as,,
令3是△S,中直径的最大者.如果上述和式对S的任意一种分割及中间点

(ξ;,η,Si)的任意的选取，当λ→0时总有极限，那么称此极限为向量函数

F(x,y,z)在S上的第二型曲面积分，并记作

r(y·ny)
或写成

jp(ys)·ds(as=n(x-yx)dS)。
从定义可以看出，第二型曲面积分强烈地依赖于曲面S的定向，而所

谓S的定向就是在S上选定连续变动的单位法向量n(M)的指向，VM∈

S.如果法向量的指向相反，则积分的值反号.

设曲面S为分片光滑的双侧曲面，有逐段光滑的边界，或者为封闭曲

面，又设F(z,y,z)的三个分量P(x,y,z),Q(x,y,z)及R(x,y,z)为定
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义在 S上的连续函数，那么在给定了曲面S的定向之后，第二型曲面积分

Jrcryrs)·n(a.yys)ds
存在.

第二型曲面积分有下列性质：

c)ras=-rms,其中S+与S~为同一个曲面的两个相反
的定向.

r·as与F?·us(2)若积分 存在，则

(u,F?+k;F?)·as=hF、·as+A.r,·ds,
其中k?,kg为任意常数。

(3)若将积分曲面S分解成互不重叠的两个曲面S,及S?,而S,及

~~在，S?的定向都是由S的定向继承而来，并且假定

么

r·as=r·as+|r as.
第二型曲面积分也可表示成第一型曲面积分的形式和坐标的形式.

设F(x,y,z)={P(x,y,z),Q(x,y,z),R(x,y,x)},单位法向蛋

n(x,y,x)的方向余弦为cosa(x,y,z),cosβ(x,y,z),cosY(x,y,z),这时

第二型曲面积分可写成

nas-(tres+ac+Rsy)ds.
这样，我们便把第二型曲面积分写成了第一型曲面积分的形式.为了得

到第二型曲面积分的坐标形式，我们先来研究 cosydS 的几何意义.这里dS

是曲面S的一个面积微元，它是S上一小片曲面的面积.因为小片曲面很

小，故可近似地看作垂直于n(M)的一小片平面，其中M为小片曲面中的

一点(见图8.34),这样|cosγ(M)|dS 就是 dS 在Oxy平面上的投影的面

积(见图 8.34).

由于cosy可正可负，我们称 cosydS 为 dS 在 Oxy 平面上的有向投影面

积，我们记之为dxdy,也即 cosγdS=dxdy.显然，dzdy 的符号依赖于γ;
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0, 当0≤γ<π/2时，
dxdy zh
<0,当π/2<γ≤π时，

n(M)
与此完全类似地，我们考虑 dS 到Oyz 平面及

Ozx平面的有向投影面积，并且记 cosadS =

dydz,cosβdS=d?dx.这里 dydz 与 dzdr 的符

号分别依赖于α与β.

y(M)'

M ds

ol
引人以上有向投影面积微元的记号后，第

二型曲面积分也可写成下列形式：

y

dxdyr

r.nds-[Ipdyd +asdr+Rusdy. 图 8.34

上式右端称为第二型曲面积分的坐标形式.

应当注意第二型曲面积分的坐标形式与通常的重积分的区别.

比如，考虑P=Q=0的特殊情况，这时S上的第二型曲面积分为

Ja(cys)dcdy.
它与在Oxy 平面内某个区域上的二重积分有原则上的区别.这不仅表现在

被积函数R(x,y,z)是三元函数，其中的点(x,y,z)要约束在S上取值，而

且还表现在记号dxdy上.在二重积分中 dxdy表示面积元，它总是一个正

的量，但在上述第二型曲面积分中，dxdy表示曲面上的微元 dS 在Ory 平

面上的有向投影面积，它可能为正也可能为负，其符号由曲面的法向量的指

向所决定，

3. 第二型曲面积分的计算

从上面关于第二型曲面积分概念的讨论中，我们自然会看出它的计算
方法之一是将它化成第一型曲面积分.

比如，给定了积分曲面S的定向，那么就相当于在曲面上指定了单位

法向量

n=(cosa,cosβ,cosy).

这时F=(P,Q,R)在S上的第二型曲面积分可以表示成

r.as-(p++Ry)as (8.9)

这就是说，如果我们能够具体写出曲面S指定一侧法向量之方向余弦的

话，那么第二型曲面积分的计算就归结为第一型曲面积分的计算.
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公式(8.9)也告诉了我们第二型曲面积分与第一型曲面积分的关系.

例1 求

r·mis,
其中F(x,y·)=+y2+)(x,y,2),S为球面x2+y2+x2=R2
的外侧.

解 从几何直观上(见图8.35)很容易看

出：在球面上任意一点(x,y,z)的法向量可以

取向量(x,y,z),也可以取(一x,-y,-g).前

者指向球面的外侧，而后者指向球面之内侧.现

在曲面的定向为外侧法向量，故取法向量为

(x,y,z),那么单位法向量

zì

”

0 R y

=层(),x
图 8.3S 也即

+字-+

ay=+y+
这样我们得到

r·nds-+y+as=s
=Ras=·4R2-4n.

这个例子有很大的特殊性，即将所求第二型曲面积分化成第一型曲面

积分之后，被积函数恰好是一常数，这自然十分容易计算.但是，大多数情况

并非如此.因为一般说来，先将第二型曲面积分化为第一型曲面积分，再将

后者化为二重积分.

现在我们讨论如何将第二型曲面积分直接化成二重积分的办法.这里

的关键是正确理解曲面的面积微元dS在坐标平面上的有向投影这一概念.

假定我们讨论的曲面是由方程

z=f(x,y),(x,y)∈D
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表出，其中f是定义在Oxy平面上的区域D中的函数，有一阶连续的偏导

数.又设P(x,y,z),Q(x,y,z)及R(x,y,z)是曲面上的连续函数.这时曲

面S上一点(x,y.e)处的法向量为

土(一f,-f,,1),

其中取“+”号时法向量指向上侧，而取“—”号时法向量指向下侧，单位法向

量的方向余弦是

(co-+声(-1n-f,).
这时我们有

rasds+adds+Rddy=[(tposa+asg+Rs)as

-±J+)+T[P(-f.)+Q(-j)+Rlas.
另一方面，我们知道

dS=√1+f2+f2da.
其中 do是 dS在Oxy平面上的投影的面积.因此我们最后得到

pddx+atsdx+Rdrdy
=±(ip(ay,fay)-J.)+QKa,y,fcy)《-f)
+R(x,y,f(x,y))]do, (8.10)

这样就将第二型曲面积分直接化成了二重积分，其中正、负号由S的定向

决定：法向量指向上侧时取正号，否则取负号.

这个公式表明，为将第二型曲面积分化成二重积分，只须把P,Q,R 中

的z换成f(x,y),再将P,Q,R分别乘以-f?,-f,,1后相加，就构成二

重积分的被积函数，而二重积分的积分区域 D是曲面S在Oxy平面上的投

影.再根据S的指向，确定取“十”还是取“—”.

例2 求1=[Jsciddt +sdcdy其中S为上半球面：=√R2=x=
的上侧.

解 这里P-0,Q-yx,R=xx,又f,=,f,=-2,于是
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P(-fy)+Q(-fy)+R·1

=ye·2+xx=y2+x√R?-z2-y.
又曲面S在Oxy平面上的投影D为圆：x2+y2=R°.因取上半球面的上

侧，故上述公式右端二重积分号前取“+”号.由公式得

1=J(+x√R--x)
-?ao?”(sir2O+rcoss R-)rdr.

fsin2oag-a?sn26do-4·-r.?。cosbdθ=0,注意， ,代入上式，得所

求积分

1=÷mR'.
例3 求

zì

1=fizysaidy,
S?

其中S是球面：x2+y2+x2=1在r≥0,y≥0

部分的内侧，y
解 S由单位球面在第一卦限及第五卦限

的部分组成，它们的方程分别为(见图8.36):
S?,

图 8.36 S:z=√1-x2-y2,0≤x2+y2≤1,

S?:z=-√1-x2-y2,0≤x2+y2≤1.
由题设，S,的法向量的指向朝下，S?的法向量的指向朝上.S;与 S?在

Oxy平面上的投影为同一区域

D={(x,y)|x2+y3≤1,x≥0,y≥0}.

被积南数中P=Q=0,R=ryz,故化为二重积分时，被积函数为

P(-fx)+Q(-fy)+R·1=R(x,y,z(x,y)).

于是根据曲面积分的可加性及公式(8,10)得

t=eyedy+eyxdcdy
=-[xyV-x2-ydh+J-y(-√1-x-y)
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--2~A--yo
=-2?。 do?'sin0cosdVI-rdr,

其中

f。sin8cossds-Zsis2o|。“-,

[√T-Fdrsi'costdt
=sin2(1-sin2)dt

-(1-旨)·-
代人上式得I=-5·
从例3看出，当第二型曲面积分只有一项

R(a,yvx)dedy
时，只须将其中的x用曲面方程代入，将积分曲面S换成它在Oxy平面上

的投影区域D,即化为二重积分，再根据曲面取上侧还是取下侧，确定二重

积分前取“+”号还是取“一”号即可.

以上讨论了当曲面由方程x=f(x,y)表出时的计算公式.

当光滑曲面S的方程可表为

y=y(z,x),(z,x)∈ D

时(其中 D为S在Oxx平面上的投影),由类似的讨论可得计算公式

(pdyd=+adds+Rdd)
±tp(ay()x)-y,)+Q(vy(a)x)
+R(x,y(z,x),z)(-y.)]dzdr. (8.11)

当S取右侧即法向量n与y轴正向成锐角时，上式右端二重积分前取“+”

号，当S取左侧即n与y轴正向成钝角时，二重积分前取“—”号.特别有

a(syedsdx =±acy(e))d. (8.12)
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上式右端二重积分前“+”“—”号的选取由法向量指向右侧还是指向左侧而

定.

当光滑曲面S的方程可表为

x=x(y,z),(y,z)∈ D,

时，其中D为S在Oyz平面上的投影，有计算公式

edde+Qd-dx+Rde
-±tp(y)yw)+a(yr)yy)(-x,)
+R(x(y,z),y,z)(-xx)]dydz, (8.13)

当S取前侧即其法向量n的指向与x轴正向成锐角时，上式右端取“+”

号；当S取后侧即n与x轴正向成钝角时，上式右端取“一”号.特别有

rddx=±p(a(y)y)dd (8.14)

上式右端“+”号或“—”号的选取由法向量指向前侧还是后侧而定.

例4 求曲面积分

t=(ya-e)dyis+2d:dx+(y2+2+)d=dy.
其中S是立方体：0≤x≤a,0≤y≤a,0≤x≤a的边界面的外侧(见

图8.37),

z1
1

(0,0,a)
Ss

S
Sy

0
1S?

S?
S?
(0,a,0)y

/x

爵 8.37

解 S由六个面S?,S?,S?,S、,S?,S。组成，它们的方程分别为

S?;x=a,0≤y≤a,0≤z≤a;

S?:x=0,0≤y≤a,0≤z≤a;
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S?:y=a,0≤z≤a,0≤x≤a;

S?:y=0,0≤x≤a,0≤z≤u;
S:x=a.0≤x≤a,0≤y≤a;

S:z=0,0≤x≤a,0≤y≤a.

对曲面S?与S?,应用公式(8.13)得

y(x-=dydx+s^dds+(+)ddy
-ty(a-x)+x2·0+(y2+xx)·0]dydx

-?y[y(a-x)dz-?ydy-.
及

y(x-z)yds+z2dxdx+(v2+xx)drdy

---ydd:-?,m=
对曲面S?,S,应用公式(8,11)得

y(x-s)dyde+rd:dc+(v+sx)ddy

=ta(a-*)·o+x2+(a2+)·0dcdx
=?as|=2dx =÷a',

及

y(x-z)dydx+z2dzdx+(v2+x)d-dy

--(0·0+x+x·0)ddx
--?d=?=2dx--5.

对 Ss,Ss应用公式(8.10),有

y(a-=)dydx+sddx+(v3+xx)drdy
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=[cy(x-a)·0+x2·o+(y2+ax)]ddy

-(+ax)didy.
及

Ty(a-e)dyde+zdxds+(y2+zr)dzdy

--(sa·o+x'·o+y*)drdy=-Jyaxdy.
所以，我们得到

y(x-e)dyds+z2dzdz+(y?+x)drdy

-axdrdy=?da?axdy=
将以上结果相加，得

s-5++3-3+Z-a'.
从这个例子中我们看到下列事实：当计算第二型曲面积分

pdyd+addx+Rdcdy
时，若曲面S在某一坐标平面上的投影为0,比如在Oyx平面的投影为0

(如上例中的S;与S?),那么其面积微元dS在Oyx平面的有向投影 dydz

也必为0,从而相应的积分

!raydx=0.34 S?
注意到这一事实将化简某些计算，

例5 求S? S?

t-(y-=)dyd:+(x-yidrdy,
0

其中S是柱面x2+y2=1及平面x=0,x=3所围

立体之边界曲面的外侧(见图 8.38).
x

解 曲面S由四个曲面S?,S?,S:,S,所组

成，它们的方程分别为
图 8.38
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Si:z=3,0≤x2+y2≤1;

S?:z=0,0≤x2+y2≤l;

S?:x=√1-y2,-l≤y≤1,0≤x≤3;

S?:x=-√1-y2,-1≤y≤1.0≤x≤3.

曲面S?与S?在Oyz平面及Oxx平面的投影为直线段，投影面积为0,故

dydz=dxdr=0,又据题意，S,取上侧而S?取下侧，于是

(y-=)dyde+(x-y)d-dy- 「(x-y)dzdy,
0≤x21y2≤1

s-s)xtsd=+ca-y)dy=--ydcdy.
显然

(y-2)dydx+(a-y)dcdy=0.
又S?与S,在Oxy平面上的投影面积为0,因而dxdy=0.据题意，S?取前

侧而S,取后侧，于是

y-=)dvds+(a-ydxdy=(y-s)√1-yay,
g-x)dyd+(x-y)ddy--{(y--)(-√T=y)dvd.
所以

(y-e)xdys+(x-y)dxdy-2(y-x)√T-T dydx

=2[(-2)ds,√T-ydy=-≥m.

1-o-)xdy+-yddy=-2
例6 设流体的流速v=(x-2x)i+(x+3y+x)j+(5x+y)k.求单

位时间内流过以点A(1,0,0),B(0,1,0),C(0.0,1)为顶点的三角形 ABC

上侧的流量.

解 所求流量为

m=((a-2?)dyds+6x+3y+e)d=dx+(6s+y)dcdy,
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z

c

O

x
A

图 8.39

B -y

其中S为三角形 ABC,指向上侧.

三角形 ABC 所在平面方程为

x+y+z=1
于是S是由方程

z=f(rty)=1-x-y,(x,y)∈D

给出的，其中D={(x,y)|o≤x≤1,0≤

y≤1-x}是S在Ory 平面上的投影区

域，这时S上任意一点(x,y,z)的法向

量为(1,1,1).我们有

m-({ce-2d-z-y)]+[x+3y+(1-2->y)]+(sx+y)}dedy
-「(ax+5y-1Dddy=[ds](8x+5y-1dy
-f(4x-x+)x-
若我们讨论的光滑曲面S是由参数方程

Ees ⋯eo
给出的，则 S上任一点处的法向量的方向余弦为

±(c,cP2cos?)-土万 (A,B,c),
其中A=3(210),B=3(a10),c=3a,3) .选定S的一侧，又设P(x,y,
z),Q(x,y,z),R(x,y,z)为S上的连续函数，则

rdyde+Qddx+Rddy
-±[tp(s(a)y()(ag))A+Q(x(ao)y(),)]B
+R(x(u,v),y(u,v),z(u,v))C]dudv.
式中正、负号的选取取决于S的侧：若(A,B,C)与S所选定的侧的法向量

方向一致，则取“+”号；否则取“-”号.
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创7求1=[davds+dsdr+drdy,,其中S是单位球面x2+y2+z2
=1,在x≥0,y≥0部分内侧.

解 S由单位球面在第一卦限及第五卦限的部分组成.S的参数方程

为

wep
其中D={φ,θ)|O≤g≤x,o≤0<晋} .计算行列式

A-8(9,0)-si2gcod,B=89,)-snt pin),
c-9(9:-singcoig.

因为当0<φ<会时，C>0;当E<p<x时，C<0.所以(A,B,C)的方向与
S内侧的法向量方向相反.于是

1--|(si'g+si'pin+siyecosp)dgd

=-? dp? [sin2y(cosS+sin8)+singcosp]d9

--(2zsin2p+ dingcsp)dp--x.
习题 8.5

求下列第二型曲面积分；

yxdydx+esdsdx+zyd-dy其中S为平面x-0.y-0,x-0及x+y1.求

+z=a(a>0)所围四面体的表面外侧.

2.求[jetyd+zyd-dx+yxd=4y,其中8是圆柱面x2+y2-R'与平面x一
0,y=0,z=0及z=h(h>0)所围的在第一卦限中的立体的表而外侧，

-yazdy,s是球面工+y2+z'=R2下半部的下熟，3.求

2-4ydx+xd=dr-3-dxdy,其中S为由曲面：-4-y',平面x-0,x-4.求
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1,z =0所围立体之表面外侧.

Jsasd+y.'ddr+xr'didy.其中S为精球用学+答+三=1的外5. 求

侧、

8.*|[(-)ayax+(a-x)adx+(x-y)dcdy,其中8是上半肆画
x2+y2+x2=2Rx(x≥0)被柱面x2+y2=2rx(0<r<R)所截部分的上测.(提
示：化为二重积分后利用对称性化简.)

7.*(cx+a)dyds+(g+b)adx+(a+c)drd,其中S为球面x'+x2+s
=R2的外侧，a,b?c为常数.

[edss+ydsdx+eday,其中8为糖球面+签+三-1的外概。8.求

!-2dyde+2yd:dx+esn(x+2y)dxdy,其中S是曲面y-c,1≤y<9.求

2,0≤x≤2的前侧.

zadyds+ytsdx+sdrdy,其中S为螺藏面x-cy -=10.求

(0≤a≤u≤b,0≤v≤2π)的上侧，(提示；光化为第一型曲面积分.)

§6高斯公式与斯托克斯公式

本节将要讲的两个公式，在一定意义上讲它们都是格林公式的推广，格

林公式建立了平面上沿闭的回路的第二型曲线积分与回路所围的平面区域

上的二重积分之间的关系，而高斯公式建立了在封闭的曲面上的第二型曲

面积分与曲面所围的空间区域上的三重积分之间的联系.斯托克斯公式则

是把格林公式中的曲线由平面曲线推广到空间曲线，把格林公式中在平面

区域上的二重积分推广为在以该空间曲线为边界的曲面上的积分.

1.高斯公式

高斯公式也称为发散量定理.这一定理是由俄国数学家奥斯特洛格拉

特斯基(Ostrogradsky,1801—1862)首先登文发表的，但高斯(Gauss)在奥

斯特洛格拉特斯基之前早已发明了此定理，只是没有及时发表.故有些书上

也称此定理为奥斯特洛格拉特斯基公式或奥-高公式，

定理1(高斯公式)设空间区域Ω的边界是分片光滑的封闭曲面S,
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函数P(x,y,z),Q(x,y,z),R(x,y,z)在ΩUS上有一阶连续偏导数，则

有高斯公式

psds+atsdr+Raidy=[(++)av,(815)
其中S+为边界曲面S的外侧. Sz4
证 我们先对某些特殊情况证明这个

公式.

S设空间区域 Ω是以曲面S,为底，曲面

S?为顶，母线平行于z轴的柱体，并假定它

在Oxy平面上的投影区域为D(见图8.40),

S?,S?的方程分别为 S
O y

S?;z=f?(x,y),(x,y)∈D;

Se:x=f?(x,y),(x,y)∈D. x

由三熏积分的计算公式知，这时
图 8.40

aw-[inJ
=tB(ry·4xy)-R(xy·fKxy)]d.(8.16

另一方面，这时Ω的边界曲面S由S?,S?及S?组成，其中S?为柱体
之侧表面(见图8.40).由曲面积分的计算公式知

-as +as+e
=-|a(ay.f,(sy)dsdy+Jx(ay,f;(xy))xdy+0
-lR(ry.f(r.y》)-R[-y.}.(cvy)]4rdy.(8.17)

(8,16)式和(8,17)式的右端为同一个二重积分，所以

Teasy-laa. (8.18)

对于一般的区域2,可作一些辅助曲面将Ω分成若干个如图8.40 所示

的小区域，则在每个小区域上(8.18)式成立.然后将在各小区域上的等式相

加就可推出在整个Ω上(8.18)式仍然成立.同理可证
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Trascs -av,
(8.19)

oasds -liv.
将(8.[8)式，(8.19)式相加，即得到高斯公式.证毕.

3++?顺便指出，我们定义 为向量函数

F=(P(x,y,z),Q(x,y,z),R(x,y,z)}

的散度，记作 divF.这样公式可写成

·nas-[jdivrav.
r s.物理上称曲面积分 为向量场F(z,y,z)通过曲面S的通量.上述

公式说明，F通过闭曲面S的通量，等于其散度在S所包围的区域Ω上的

三重积分.

利用高斯公式(8.15),我们可将第二型曲面积分的计算转化为三重积

分的计算，一般说来，后者比前者好算，

例1求

t-8zdyds+y'dds+(e1+2)dcdy,
其中S+是球面x2+y2+x2=R2的外侧.

解 记球面x2+y2+z2=R2所包围的球体为Ω,则被积函数在ΩUS

上有连续的一阶偏导数，由高斯公式，有

t-ae2+4y+4e2+DaN.
由于球体关于Oye平面对称，且4x3是x的奇函数，因此

4=2aV=0.
同理有

av-av=0.
t=[av=nR2于是
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例2 求曲面积分
2

1={(y-z)dyde+(a-z)dzdx
S

+(z-y2)dxdy,
S/

其中S*是锥面x2+y2=z2在0≤z≤1中的部分

的外侧，

解 这里S不是封闭曲面，为利用高斯公式，

必须再添一些曲面，使它们组成闭曲面.考虑曲面

0 y

x
S?:z=1,0≤x2+y2≤1,

图 8.41
则SUS,组成闭曲面.记SUS,围成的区域为Ω

(见图 8.41),于是有

(y-x)dyds+(a-x)dedx+(x-y')dedy
(SUS?)+

-(o+0+0aV-0
这里(SUS)+表示区域Ω的边界曲面的外恻，这时曲面S,指向上侧，记

作S方，曲面S指向外侧，正好与题设中的 S+一致，因而有

~-!
于是由上式得

o->)yd+a-=dcx+(a-y)dsd)
--s--b+-2)tta-y)a
=0+0-a-y')dy--?(x-y3)drdy,
5

其中 D为平面区域：0≤x2+y2≤1.

!r-ardy-0.x由对称性知

ardy=[ do]*sos-.
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最后得Y=π/4

1-fzdy+ydsdx+zdrdy,其中S1是柱面x2+y2=1例3 求1

被平面x=0与x=3所截部分的外侧.

解 S不是封闭曲面，为利用高斯公式，我们添加

两个平面S,和S?,使SUS?US?组成闭曲面，其中
zh

S23 S:z=0,x2+y2≤1;

S?:x=3,x2+y2≤1.S-
记SUS,US?围成的区域为Ω.(SUS(US?)+表示

y2边界曲面的外侧，这时(sUs,US?)+=s+Us,U

S立，其中“+”表示曲面指向上侧，“—”表示曲面指向

下侧.

O+

Sx
图 8.42

利用高斯公式，

1+]rdvdx+yd:dx+xdady+sdyds+ yd:dr+sdrdy
s 5

-a+1+1dV=3×3x=9n.
于是

1-*--ea+yh tsau-[-ssa +yu +
-9m-[ta·0+y·0+3·1Ddcty
-[·o+y·0+0·(-1)?
-9?3a=dy=9x-3n=6x,

其中D={(x,y)|x2+y2≤1},

创4设F~E2+y2+g)m(xvy,2)求

t-r s,
其中S+为闭曲面S的外侧，分下列两种情况：
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(1)S及其所闹的区域Ω不包含坐标原点；

(2)S所围的区域Ω包含坐标原点.

解 记F的三个分量为P,Q,R,即

P-2+y2+z)?’Q-a2+y^+g)’
R~*+y3+P)F

则有

-0+y+)-+y
-+y+

于是

a++R-0.
(1)这时P,Q,R在ΩUS上有连续的一阶偏微商，故可用高斯公式，有

Fp·as-1oav-o.
(2)由丁Ω内含原点，P,Q,R在Ω内不

满足定理1的条件，故不能直接用高斯公式.

我们设法将原点“挖掉”.为此，以原点为球心、

以充分小的r为半径做一小球，使小球整个包

含在区域Ω内.记小球的球面为S?,则P,Q,

R 在由小球面S:及曲面S包围的区域Ω,(见

zi

S

y
图 8.43)内满足定理1的条件，于是有

F·-|lav-a.SL

x

图 8.43
注意(SUS()*表示Ω?的边界曲面的外侧，这

时曲面S指向外侧，而曲面S、指向内侧，与S,作为小球的边界的外侧S

的指向正好相反.故上式为

p·ds-[js·as-|p·as=0.
5U5
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即

s·as-|Ip·ds-4n(见本章 85例1.
5

1=15,s为在Oy平面上方。例5 求

Z =2(1-x3-y2)的上侧，

2 解 本题中的被积函数P,Q,R 与前面例
题一样，但曲面S 不是封闭曲面，添加辅助面

S:z=√1-x3-y2.注意不能添加 S?:z=0

S

(x2+y2≤1)为辅助面，SUS,组成阴曲面，所

器围区域记为Ω,Ω,不包含原点，在Ω内

-y

x
图 8.44

+3+聚-0,则

+y+)-av=0.
(5USi)

其中(SUS,)*表示2,边界曲面的外侧.类似于前面例题，用“+”表示曲面

指向上侧，“-”表示曲面指向下侧，(SUS)+=S+USj,则

r=-Jadv+yd
s

--ssa+ytsas+stsd
-ss+yt +atc

这个第二型曲面积分可直接计算，也可以再利用高斯公式，添加辅助面S?:

x=0(x2+y2≤1).S,US?围成区城记为Ω2:x2+y2+z?≤1(x≥0).利用

高斯公式，

J zdyds+ydsdx+zd-dy-[[a+1+1dV
(siUS?)+

=3v=3·号-2
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由于(S,US?)+=S÷US?,于是

1=2n-[?zdydx+ydzdx +zdrdy
S:

-2r-[fte·b+y·8+0·(-1)]dedy=2k,
其中D={(x,y)|x2+y2≤1}.

2.斯托克斯公式

我们曾指出，斯托克斯(Stokes)公式是格林公式的一种推广：把格林

公式中的平面区域推广到空间曲面，格林公式中的区域的边界曲线就自然

推广为空间曲线.因而斯托克斯公式是联系空间曲面上的第二型曲面积分

与在该曲面的边界线上的第二型曲线积分之间的关系式.

定理2(斯托克斯公式)设S为分片光滑的双侧曲面，其边界L是一

条或几条分段光滑的闭曲线.假定在S上取定一侧的单位法向量为n,再规

定L的定向，使得L的定向与n的指向构成右乎系(即将右手握拳，当拇指

指向n时，其他四个手指的指向与L的定向一致).记S+及L+分别为给定

上述定向后的S及L.若P(x,y,z),Q(x,y,z)及R(x,y,x)是S+L上

的有一阶连续偏导数的函数，则有斯托克斯公式：

4,Pdx+ady+Rds
=[(-)+(-)+()d

证 为了证明定理，只须证明下列三个式子成立：

P(aye)=[dr-3drdy
.acyu>dy-[y-
.Ryn)u=[-d.

我们先证明(8,21)式.

首先，假设L 是一条闭曲线并且曲面S可由下列方程表出：

(8.20)

(8.21)

(8,22)

(8.23)
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z=f(x,y),(x,y)∈D,(8.24)

其中 D为曲面S在Oxy平面上的投影.记 D的
边界曲线为C,C也是S的边界曲线L在Oxy

平面上的投影.不妨设S取上侧，则曲线L+的定
L

向如图8.45所示，而C的指向是逆时针的方向

(见图8.45).在以上假设下，显然有

fP(x,y,x)dx-FP(x,y,f(x·y))dx,Q y
D

上式左端为空间曲线积分，而右端为平面曲线积

分.
x C

图 8.45
由上式及格林公式可推得

P(ryvx)dx=f_P(a.y,fy))dx

-[-pay.fc》]axdy=-(+,)d-dy.
(8.25)

另一方面，由本章§5中第二型曲面积分的计算公式(8.10),可得

s-aay-1[(-)+(-)dsdy
--((),+器)d-y. (8.26)

(8.25)式和(8.26)式表明要证的等式(8.21)成立.

其次，当曲面S可由方程

y=g(z,x),(x,x)∈D?, (8.27)

或

x=h(y,z),(y,x)∈D? (8.28)

表出时，用类似的方法可证明(8.21)式仍成立.

最后，对于一般的分片光滑曲面S,我们总可将其分成有限个小曲面，

使这些小曲面可由上述的三种方程(8.24),(8.27)和(8,28)中至少一个表

示.于是可证在这些小曲面上，公式(8.21)成立.再由曲线积分与曲面积分的

可加性，即可推出对曲面S,公式(8.21)成立.

用类似的方法，可证等式(8.22),(8.23)成立.再将三式相加，即得斯托

克斯公式(8.20).证毕.
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为便于记忆，斯托克斯公式也可写成

(8.29)

其中记号

可形式地看成一个三阶行列式，按第一行展开.

如果我们记F=(P,Q,R),并定义

roiF=(路-.出一级、一),
那么斯托克斯公式又可写成

$,Pdx+ady+Rds=|ToiF·ds. (8.30)

为了便于记忆，也可以将 rotF 用三阶行列式表出：

其中i,j,k 是三个单位坐标向量.

rotF 称作向量场F的旋度，其物理意义留待本章§7讲解.

假如已知 S+指定一侧的法向量之方向余弦为(cosu,cosβ,cosy),那么

dS=(cosa,cosβ,cosy)dS.

而公式(8.30)又可写成mdS. (8.31)

若直接求空间的第二型曲线积分不方便时，可考虑用斯托克斯公式将

它转化为求曲面积分.
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例6 求I=[ydx+edy+zdz,其中L是平面x+y+z=1 被三个
坐标平面所截三角形S的边界，从Ox轴正向看去，L+为逆时针方向.

解 取三角形S的上侧为S*(见
工

图8.46),利用斯托克斯公式(8.29),

号
-(-dydx-ddx-drdy)

=-dydz+d-dx+dzdy

S’
OJ. y

L

x

图 8.46

S的方程为z=1-x-y,其中(x,y)在区域

D={(x,y)|0≤x≤1,0≤y≤1-x}

内变化.注意到xx=-1,z,=-1,代入本章§5中公式(8,10),就得到

t=-a+1+1dsdy=-s|lardy--2
这道题还可以利用公式(8.30)去求，L+是平面曲线.L+所围三角形

仿方),S+的法向量为(1,1,1),故其单位法向量是 ,则

(ag,os)-青青后)
利用公式(8.30),

=-15[ds.
[as这里，第一型曲面积分 为三角形 S 的面积，而 S是边长为√2的等边三

角形，它的面积是： ,则2厉
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1--月×竖=-2
例7 求

1=9,(y2+z2)dr+(x2+z2dy+(a3+y')de,
其中L为球面x2+y2+x2=2Rx 与柱面

x2+y2=2rx(0<r<R,z>0)的交线，且

L1与球面的上侧成右手系(见图8,47).

zl

fy

解记L所围的球面部分为S(见图

8.47)并取 S的上侧为S*.S的方程为

z=f(x,y)=√2Rx-x2-y2,

其中(x,y)在区域

0
R

D={(x,y)|x2+y2≤2rx} 图 8.47
内变化.

由斯托克斯公式(8.31),我们有

2R x

aaax az5

-2[g-dd=+(e-)dx+(a-y)dsdy.
f,=R-,f,=为了计算这个第二型曲面积分，注意 ,代人公式

(8.10)立即得

1=3(9-√R-=-*)
+(√ZRx-?'-y-+)R一-T
+(x-y)]dxdy.

其中区域D为{(r,y)|x2+y2≤2rx\.由于D关于x轴对称，故被积函数

中关于y的奇函数的部分为0.于是

t-[(c-x)+:]urdy-?|fkady=2Rw2
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例8求

1=5(y-z)dr+(z-x)dy+(x-y)ds,

其中上 为椭圆周：x2+y2=a2,+ξ=1zh

(a>0,b>0),从x轴正向看去，L+为逆时针方

向(见图8.48).
(0,a,b)

解记L 所围的椭圆为S,取 S的上侧，即

S的法方向与x轴成锐角，这时L的正向与S指
定一侧的法向量成右手系.又因S是平面，其上各

b L+
O

(a,0,0)
x

(.0,)点的法向量都相等，即为常向量 ,故其

单位法向量为

图 8.48

B+()-
deL(cosa,cosβ,cosy)

由斯托克斯公式(8.31),并注意椭圆S的长、短半轴分别为√a2+b及a

(见图8.48),则有

a
dsax

dS

+0(-2)++(-2)ds

-++=-2m(a+b).
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例9求1=[。(x2+y+e)dx+
(y2+x+z)dy+(z2+x+y)dz,其中

Z

A
L是联结O(0,0,0)和A(1,1,1)的一条

光滑曲线，方向是从O到A. L+

解 L不是闭曲线，添加联结A,O

两点的直线段组成闭曲线.再取 S为以

LUAO为边界的一张光滑曲面，S*的

定向与L'UAO 构成右于系.利用斯托

克斯公式，

0

图 8.49

f(x2+y+xdx+(y2+x+z)dy+(g2+x+y)ds

 y

y az

-(o·dsdk-0·d=dx+0·drdy)-0.
于是

1=?。(x2+y+x)dx+(y2+x+2)dy+(x?+x+y)dx.⋯AO 的方程为
I=?(α2+t+·l+α?+t+t)·1+42+t+2)·l]dr

-?(3t2+6L)dt=4.
最后指出斯托克斯公式的一个特殊情况：当曲线L恰好是Oxy平面

上的一条平面曲线，L所围的曲面S恰好是Oxy平面上的一个区域时，L

的切向量的第三个分量dz=0,dS在Oyz平面及Ozx平面上的有向投影

dydx及dzdx也都等于0,这时，斯托克斯公式简化为

pas+auy-[(-)drdy.
上式即为格林公式.故格林公式可看成斯托克斯公式的特例.
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习题 8.6

1.利用高斯公式，求第二型曲面积分

Jeayar+y'aas+rdrdy
其中S分别为

(1)圆柱面x2+y2=a2(0≤z<h)的外侧；

C+-≤0(0≤x<b)的全表面的外侧，(2)圆锥体

利用高斯公式，计算下列曲面积分：

fredydz+(x2y-x'd=dx+(2zy+y's)drdy,其中 S~是t=2.求
s+

√a2-x2-y2和z=0所围的半球区域的全表面的外侧。

fz2dydz+y'dedx+x2d=dy,其中S*为平面x=0.y-0,=0,x=a、3.求
sr

y=αvz=a所围立体之表面外侧.

Sx^dyde+y'dcdz+xdxdy,其中S1为缘面x2+y2+z2=a2的外侧.4.求!

dsdt+syids-sd,其中5°层圆性x^+y<4被：-0及：-5.求

r2+y2所截部分立体之表面外侧.

[r·nds,其中R=(a'v^,x(),S*是错面2+y′一上在0≤x≤h部6.求

分的外侧.

(xy2÷y+x)dyde+(ye1+x2)d=dx+(zx2+5r2y/)drdy,其中S*为7、求
s+

+#+-1椭球面 的外侧。

e·nds,其中F=√F2+y'+÷(x、yix).S~是区壤：8.求第二型曲面积分
s+

{(z,y,z)|1≤r2+y2+x2≤2}的边界面，指向外侧.

9.设向量函数F(x,y,z)=(cowz,sinz,I),S为封闭的简单曲面，证明

4)as-0.
其中n为曲面S的外法线方向的单位向量。

as,其中r=(1y×).n为闭曲面S的外侧单位法向量，5分别10.求
g+
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为，
(1)球面：x2+y2+x+=R2;

+苏→=1:(2)椭球面；

(3)不包含原点的任意光滑闭曲面.

+S+11.设u(x,y,z)是三维调和函数，即u有连续二阶偏导数，且满足

-0.又设 S为一光滑闭曲面，S所围区域为2.证明：
d)s-(as++4),中需为u沿S的外法线方向的方向导
数；
(2)若u(x,y,z)在S上恒为零，则u(x,y,z)在区域Ω上也恒为零.

用斯托克斯公式计算下列曲线积分：

f√2dz+xydy+xxdx,其中1是圆柱面x2+y2=2y与平面y-x的12.求d

交线，逆时针方向.

f(v2+x2-x1)dz+(x?+z2-y2)dy+(x1+y2-x2)dx,其中L13.求<

为球面z= √2Rx-x1-y2与柱面x2+y2=2rx(0<r<R,x≥0)的交线，L'与
球面上侧成右手系.

R飞
f。(s2-z2+x2)dx+(x2-x?+y2)dy+ R

(x2-y^+x1)dr其中L是平雨x+y+e=毫R 与立方
14.求!

R2
R学 R y

体{(x,y?z)|Q≤x≤R,0≤y≤R,0≤x≤R)的交线，
R

从x轴正向看去，1*沿逆时针方向(见图 8.50)。 R2
xf

15.*4(y-z+x)dx+(e-x+y)dy+(x-y+x)ds, 图8,50

其中L+为椭圆周：x2+y2=1x+z=1,沿顺时针方向，

16.求事srds+xydy+3zads,其中L为平面2x+y+z=2在第-卦限部分
的边界，从x轴正向看去，沿逆时针方向，

*§7 场论 初 步

1.场的概念

在物理学中我们遇到过各式各样的场，如电场、磁场、引力场、温度场等
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等.如果忽略其物理意义，单纯从数学上看，所谓场无外乎是一种数量(标

量)或向量在空间中的分布.更确切地说，若三维空间某区域Ω中每一点

M(r,y,z)都有一个唯一确定的量

u=f(M)=f(r,y,z)

或向量

u=F(M)=P(M)i+Q(M)j+R(M)k

与之对应，则称u=f(M)或u=F(M)是Ω上的一个场，前者称作数量场，

而后者称作向量场.

物理中的场常常是依赖于时间的.换句话说，上述的数量分布或向量分

布不仅是M的函数而且还是t的函数；u=f(M,t)或u=F(M,t),

不依赖于时间的场称为稳定场或定常场，否则称为不稳定场或不定常

场.在这一节中我们只考察稳定场.

2.数量场的等值面与梯度

设有一数量场u=f(x,y,z),对于任意常数C,所有使f的函数值为

C的点的集合，也即

Me={(x,y,x)|f(x,y,z)=C},

称为该数量场的一个等值面.

当然，Mc可能是空集.集合Mc依赖于函数f及C的大小.在个别情况

下，Mc也可能是三维空间中的一个区域(比如，f是定义在区域Ω上的一个

常数函数，而C恰好就是这个常数).但是，在很多情况下，Mc 是一个曲面.

回顾隐函数存在定理，不难说明在f有连续一阶偏导数且fr,f,,f。

不同时为零的条件下，如果Mc≠0,则Mc必为一张曲面，

对于平面数量场u=f(x,y)自然也可以考虑集合

Me={(x,y)|f(x,y)=C},

但这时一般说来 Mc不再是一张曲面，而是一条曲线.因此，对于平面数量

场而言，我们有等值线的概念，通常地图中的等高线就是以地表面每点的海

拔高度为数量场的等值线(见图8.51).

对于数量场而言一个重要的量就是梯度：

geaf-(4).
由于 gradf不再是一个数量，而是一个向量，所以每一个数量场 f都有一

个向量场 gradf与之对应.gradf 称为数量场 f的梯度场.
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卧 8.51 图 8.52

现在我们来说明梯度场的几何意义.

我们假定f,,f,,f.不同时为零，并且假定对于常数C,等值面Mc 非

空.根据前面的说明，这时M.是一张曲面.设点M?(xg,yp,zμ)为Mc上的

一点，我们要证明，在该点的梯度

sedf lux-)
恰好就是Mc在点(xg,yo,zn)处的法向量.也就是说，gradf|crosn·n)垂直
于Mc上一切过点(xo,yn,zo)的曲线在该点之切线(见图8.52).

设F是Mc上过点(xg,yo,zo)的一条曲线，其参数方程为

 c<
且xo=x(to),yo=y(t?),z=x(t?).因为F在Mc上，故有

f(x(t),y(t),z(t))= C,α<t<β.

这样

8′α)+3√u)+g(a)=0.
特别地，上式在t=点成立，也即

(oy)x()+g(twyarxo)y'(m)+(xyn,)∈()-o,
或写成向量的内积形式：

grad fltroyn)(x'(to),y'(t?),z'(to))=0.
这里向量(x1(t?),y'(to),z′(t?))恰好是曲线F在点(xg,yg,z?)处的切线

方向.这就证明了我们所要的结论：数量场在一点处的梯度恰好是通过该

点的等值面的法向量，
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平面数量场u=f(x,y)的梯度是相应的等值线的法向量.

在电场中，空间中每点之电势形成了一个数量场U=U(x,y,x).它的

负梯度E=-gradU就是该电场之电场强度.上面的结论告诉我们：一点

的电场强度总是垂直于通过该点的电势的等位面的，

在数学或物理学中，梯度 grad还可用▽(nabla)表示，即

Vu =gradu

它有如下的运算法则：

(1)VC=0(C为常数);

(2)V(u±v)=Vu±Vv;

(3)V(uv)=u Vu+vVu;

(4)v=)=÷(ow-u w).
这与求导的公式很相似.但是，我们应提醒读者，上述等式是向量等式，而不

是数量等式.

比上述运算规则更为一般的是

(5)Vp(u)=p1(u)Vu;

(6)Vψ(u,v)=ψVu+ψ,V.

有了这些公式，计算梯度就方便些了.

例设r=√x2+y2+2,求数量场u=φ(r)在一点(xa,yo,za)的梯
度，其中xo,yo,2。不全为零.

vr-专六÷).解 根据前面的公式，Vu=p'(r)Vr.而” 因此，u=

φ(r)在(xo,yo,zo)处的梯度是

Vu|csa)=g'co)=(anyie),
其中ro=√x6+yi+z6.

有时将梯度运算写成向量形式

Vu=+3,J+3*或 V-3++3,
其中i,j,k分别是x轴，y轴及z轴的单位向量.

在一个向量场F中，若曲线F上的每一点M处的

切线都与向量场F在M点的向量F|x共线，则F被称

为向量线，如图8.53 所示.

图8.53
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电场中的电力线及磁场中的磁力线都是向量线的例子.
显然，若u为一数量场，那么它的梯度 gradu所形成的向量场的向量

线与它穿越的u的等值面垂直.

建议读者联系物理中常见的数量场说明这一结论.

3. 向量场的通量与散度

设u=F(M)是给定的一个向量场.又假定S是一个双侧曲面，并取定

了一侧.设n是S在指定一侧的单位法向量，那么F(M)在S上按指定一

侧的第二型曲面积分

!r·nds
的值通常称作向量场F通过曲面S在指定一侧的通量.

之所以称为通量是将向量场F看作流速场的结果，当F是流速场时，

上述积分的值恰好是在单位时间内流过S的流量的代数和.这是因为

F·m=|F|cos(F,n)有可能为正，有可能为负，这要由向量场F与法向量

n 的夹角是否是锐角来决定。

当S 是一个闭曲面，而法向量取成外法向量时，通量实际上就是曲面

上整体的流出量与流入量之差.当通量大于零时，意味蓿流出的量多于流人

的量，而通量小于零时则相反.通量为零意昧着流入量等于流出量.

现在我们用通量来解释散度的概念.

设M?(x?,yo,zo)是向量场F=(P,Q,R)中的一点，又设V是包含
M的一个区域，其边界S是光滑曲面，在S上取定单位外法向量n.当P,

Q,R 满足高斯定理的条件时便有

r nas-J(3r++g)av,
或写成

We·nds-ITdivsav.
由积分中值定理立刻推出，

divFdV-divF los,·m(V),
其中(x,y,z)是V之一点，而m(V)表示V的体积.这样，当积分区域V缩

成一点M?(xa,yo,zn)时，通量的平均值的极限即是 divF在M。的值：
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F·nds
divF 。=\im, Sm(V)

由此可见，散度在一点的值在一定意义上可看作在该点附近单位体积

内的通量，若散度在一点大于零，表明在该点附近流向该点的量少于自该点

流出的量，我们称该点为“源”.而若散度在一点处小于零，则表明在该点附

近流向该点的量多干自该点流出的量，我们称该点为“漏”.散度为零的点则

既非“源”也非“漏”。

若向量场F使得散度divE(M)=0,则向量场F称为无源场，也称为

管形场.

若F为无源场，则通过该场中任何一个闭曲面沿外法向之通量为零.从

数学上看这是高斯公式之推论.从物理上看，在无源无漏的场中流人一个闭

曲面的量等于流出这个闭曲面的量.这便是物质不灭定律的反映，

我们之所以把散度恒为零的场称为管形场，

是因为在这样的场中，任取一个向量管(即由向

量线所组成的管形曲面.见图8.54),穿越这个向
量管的任意一个戳面的通量是一个常数.也即，

若F 是一个无源向量场，并假定S,及S:是其

中一个向量管的两个截面，如图8.54所示.在S,

s? n?

热

幽 8.54

及 S?上分别选定单位法向量n,及n?,其指向与F在S,或S?上的指向相

同，则通过S,及S?的通量相等，也即

p·nas-[F·n.ds.
事实上，设V是S,及S?所夹向量管的部分，X设S为V之表面，n为

S的单位外法量.这时在 S?(或 S?)上n与n?(或nz)方向相反，不妨设在

S?上n=-n?.由高斯公式有

r·nas-dtirav=o.
也即

-r·ds+g·mas+rhas-0
其中S'是V之侧面(即S′=S\{S,US?}).很容易看出在 S'上F与n垂

直，故上述等式中第三个积分为零.这就证实了我们的结论.
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根据记号

V=&+3+,
可将向量场 F=Pi+Qj+Rk的散度

divP-3F+39+R
形式地写成 V点乘F,即

divF=V·F.

散度的运算有以下基本规则：

(1)div(aF)=λdivF,Vλ∈R;

(2)diy(F±Fz)=divF±divF?

(3)div(gF)=gdivF+F·gradg,其中φ是一个数量场；

(4) div gedg-22+ax+3 或写成
V·Ve=△φ·

其中△为拉普拉斯算子：

△=32++a
这里的规则(1)与(2)是显然的事实，而(3)与(4)可以直接计算验证.

4. 向量场的环量与旋度

设F=Pi+Qj+Rk 是一个向量场，而L 是向量场中给定的一条有定

向的闭曲线.我们称曲线积分

I=8,Pdz+Qdy+Rde
为向量场 F沿L的环量，积分I又可写成

1=fg·dr,
其中dr=(dx,dy,dz).

当F是一个静力场时，其环量Y是F沿曲线L作用一周时所做的功，

当F是一个流速场时，F·dr 则是曲线L上一点处的流速在L切线方向的

投影乘以相应的弧徽分.因此，在流速场中沿一条有向闭曲线之环量是流速

沿曲线切线方向投影的某种代数和，它的物理意义在于表明这个闭曲线整

体上看是否旋转.在某些特殊情形下，这一点看得十分清楚.比如，设F是一
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个流速场，其流线(即向量线)如图8.55 所示.取其中一条封闭的向量线L

(其指向与F的一致)作为环量定义中的曲线，则由于F与dr同向，F·dr

恒大于0,因而I=中F·dr>0.另一方面，从流线图8.55不难看出，沿着曲

线L,该流速场有“旋转”.此例说明，当沿者曲线L流速场有旋转时，则沿L

的环量不等于0.

ln

M
8

j

附 8.55 图 8.56

为了研究向量场中每一点附近的“旋转”情况.引进环量面密度的概念.

在向量场F 中任意取定一点M.在M处任意取定一个单位向量n,过

点M任做一小曲面S(S在M处的法向量为n),并设L为曲面S的正向边

界，与n组成右手系(见图8.56).当曲面S收缩成一点M时，即当S的直径

λ(S)→0 时，若极限

存在(其中m(S)为曲面S的面积),则称该极限值为向量场F在M点绕方

向 n 之环量面密度，或称为方向旋量.

现在我们给出计算方向旋量的公式.

当 P,Q,R 满足斯托克斯公式的条件时，有

g·-(-)+(-)
+(-3)sy]us,

其中cosa,cosp,cosγ是S的法向量的方向余弦.利用积分中值定理，我们又

有
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fs·ar-[(?-)+(-)
+(?-3f)]la·m(s),

其中应是S上的一点.显然，当S缩为一点M时，M也即趋于M.于是

-[器]]
+(2-3)csy]

这就是向量场F=(P,Q,R)在一点M处沿方向n的方向旋量公式，其中

cosa,cosβ,cosy 在M 点的值恰好就是n 的方向余弦.

上述公式又可以进一步改写为

我们称向量

为向量场F在一点M处的旋度，并记为rotF,那么,F在一点M处沿任一

方向n之方向旋量为

rotF·n =| rotF | cos(n,rotF).

也就说，沿n之方向的方向旋量恰好等于旋度 rotF 在n 上的投影.

由此又推出，方向旋量沿旋度的方向达到最大值.或者等价地说，旋度

的方向是使方向旋量最大的方向，

旋度作为一个向量，其模恰好是沿各个方向的方向旋量中的最大值.

方向旋量与旋度的这种关系和方向导数与梯度的关系很相似，
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旋度的运算有以下规则：

设F,G为间量场，u为数量场，C为常数，F,G,u足够阶可微，则有

(1)rot(CF)=CrotF;

(2)rot(F±G)=rotF±rotG;

(3)rot(uF)=urotF+gradu×F;

(4)div(F×G)=G·rotF-F·rotG;

(5)rot(gradu)=0;

(6)div(rotF)=0.

这些规则的证明，请读者自己完成.

5.保守场

保守场在物理中是一种十分重要的场，而且许多场，如重力场，或某些

静电场都是保守场.保守场的基本特征是在这种场中第二型曲线积分与路

径无关，而只依赖于积分的起点与终点.现在我们给出更确切的定义.

设 F=Pi+Qj+Rk 是定义在区域 DCR3中的一个向量场，若沿 D 中

任意一条曲线AB的积分

F·dr=[Pdx+Qdy+Rde
只与曲线的起点 A及终点B有关，而与曲线AB的路径无关，则称向量场
F在D内是一个保守场、

现在我们给出一个向量场是保守场的几个等价条件(对于一种特殊情

况，即对平面保守场的等价条件，在本章§3中已讨论过).为此，我们引入

区域的线单连通性的概念.

在空间的区城 D中，若任意给出一条简单闭曲线I,我们都能在 D中找到

一个曲面SCD使得S的边界恰好就是F,那么 D就被称为是线单连通的，

空心球是线单连通的，而环面体(比如汽车的轮胎)则不是线单连通的.

定理1 设D是一个线单连通域，而F=Pi+Qj+Rk 是定义在D上

的一个向量场，其中P,Q,R在D内有一阶连续偏导数.那么,下列三个条

件是等价的：

(1)F在D内是保守场；

(2)F在D内沿任意闭曲线P的环量为零，即

$.F·dr=0;
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(3)F是无旋场，即 rotF=0.

证 为了证明这三个条件彼此等价，我们只要由(1)推出(2),再由(2)

推出(3),最后由(3)推出(1)即可.

(1)≥(2)设F是D中任意一条有向闭曲线，并在「上任意取定

两个点A与B.假定自A点开始沿着F的定向走至点B所经过的弧记作

L?,而自A开始沿着与F定向相反的方向走至B所走过的弧为La,那么根

据条件(1)有

[F·dr-[F·.
注意到L:的走向与F的定向相反，立即得到

$r·dr-[F·dr-?p·dr=0.
(2)→-(3)在(2)的假定下，向量场F在D内任意一点沿任意一个

方向的方向旋量均为零，因此其旋度为零.

(3)—→(1)设F的旋度rotF=0.又设 A与B是D内任意两点，而

F与Fz是在D内的、以A为始点、B为终点的任意两条弧.假若F,与T?

不相交，那么T,与反向的F?组成一条有向的闭曲线，记为L.根据D是线

单连通域的假定，这条闭曲线一定是某曲面SCD 之边界.于是，由斯托克

斯公式

g·-s·nas=o
也即

f,F·dr-?,F·dr=0.
当F?与F?有交点时，那么它们围成若千个闭的回路乃

至有若干个相重合的子弧(如图 8.57 所示).在那些相重

合的子弧上积分自然相等，而在那些围成闭回路的子弧

上，根据前面的讨论积分也相等.总之
h

?,F·dr=[F·dr.Fz

这就证明了积分与路径无关，只与起始点有关.因此，F

是保守场.证毕.
图 8.57

与保守场相关的是有势场.如果对于向量场F,存在一个函数 f使得其

负梯度恰好是F,也即
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F=—gradf,

那么称 F为有势场，而称 f为F的势函数.

重力场是有势场，其势能为势函数.静电场是有势场，其电势为势函数.

定理2 设F为定义在一个区域D上的一个光滑向量场，则F在D

内为保守场的充要条件是F是有势场.

证 设F为保守场.在D中任意取定一点A.对于D中任意一点M∈

D,我们任取一条曲线弧AMCD,并考虑积分

JP· dr.
由F为保守场知，这个积分与曲线弧AM的选择无关，而只依赖于A与M.

但A是取定不动的，故上述积分只是点M的函数，记作

f(M)=?a·dr-[Pdz+Qdy+Rdx,
其中P,Q,R是F的三个分量.

现在我们来验证一f是F的势函数.为此，我们将 f(M)记作

f(x,y,z),这里(x,y,z)是 M 的坐标.

首先，我们要证明对于任意一点M(x,y,z)∈D,

=P(a,y,e).
我们考虑充分小的△x.这时记(x+△x,y,z)为M',并设MM'CD,这时有

f(z+Ar,y,z)-f(x,y,z)=[Pdx+Qdy+Rdx.
特别地选择MM’是自点M到M'的直线段，该直线段平行于x轴，在其上y

及z坐标没有增量，可见

f(a+aavyve)-f(s,yiz)=?.“P,yz)di,
af-P(x,y,x).由此立即推出

9=Q(xry,x),=R(.y,),总之，gradf类似的讨论可以证明

=F.因此，F是有势场.证毕.

以上证明了任何保守场都是有势场.

下面我们要证明有势场都是保守场.假定F是有势场，其势函数为-f.

设F的三个分量为P,Q,R,那么F=gradf,也即
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P-器、Q-,R-
或写成

df=Pdx+Qdy+Rdz.

换句话说，Pdx+Qdy+Rdz是一个全微分.这样对于D中任意一条曲线

F,其起始点为A,而终点为B,都有

f.Pdx+edy+Rdy=[,af=f(B)-f(A).
这表明积分与路径无关，因而F是保守场.证毕.

习题 8.7

1.求下列向量场在指定点的散度：

(1)F-(5zy,,ahn(zx)),在(6,1,3)处；
(2)F=√X2+y2i+]n(y+√y2+z2)j+√y3+x2k,在(3,4,3)处.

2.设a为常向量，=(x,y·e),r=|rl,f(r)为r的可微丽数，求下列各式之值：

(1)V(ra); (2)7·(r2a);

(4)v(号);(3)▽·(r*a)(π为正整数);

(5)V·[f(r)a]; (6)▽·[gradf(r)],

(7)V·[f(r)r].

3.求向量场F=xyz(xi+yj+xk)在点(1,3,2)处的旋度，以及在这点沿方向n=

(1,2,2)的方向旋量.

4.求下列向量场的旋度：

(1〉F=(y2+x2,z2+y2,x2+z?); (2)F=(yz,gtvxy).

5.设数量场u(x,y,z)及向量场F的各分量都有连续的二阶偏导数，证明：
(1)ror(gradu)=0; (2)div(rotF)=0;

(3)rot(uF)=trotF+VuXF.

6.证明：向盘场F=e′(cosysinxi-sinysinzj+cosycosxk)是保守场，并求从点

A(0.0量)到B(1m) JF·dr.的曲线积分

7.证明下列向量场为有势场，并求其势函数：

(1)F=(-zsin(xz)-ycos(xy),-xcos(xy),-xsin(xz));

(2) F=(yxtn(1+x2),zh(1+s)ay(ad+e)++])
8'.设r=(x,y,z).r=lrl,求：
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(1)使div[f(r)r]=0的f(r);

(2)使 div[gradf(r)]=0的f(r).

(提示：可利用第2题中(6),(?)两题的结果.)

"§8 外微分形式与一般形式的斯托克斯公式①

1.外微分形式的概念

在前面的几节中，我们引进了曲线积分、曲面积分及体积分，并证明了

格林公式、高斯公式及斯托克斯公式：

4,pas+ady-(-)ddy.
pass+ausds+Rady-1(G++ar)drdyd
9.pds+auy+Pk-[(-)0+(-)ad

+(2-r)d-dy,
其中积分限L+,D,S,2以及被积函数P,Q,R所满足的条件同于前面，此

处不再—一叙述.

仔细观察这些公式，不难发现公式左端积分的积分限恰好是右端积分

的积分限的边界；其次，公式右端积分中的被积函数是左端积分中被积分函

数的某种形式的“微分”.

我们希望有一种统一的观点，把这些公式统一成一个公式.这样的处理

不仅便于记忆这些公式，更重要的是，便于将这些公式推广到高维空间乃至

一般流形上.实现这一想法的主要途径是引人外微分形式.

为了方便起见，在本节的讨论中我们始终假定所涉及的函数都是充分

光滑的，即它们具有我们所需要的阶数的连续偏导数.

定义1 设D是R*中的一个区域，又设f;:D→R是D中的函数，j=

1,2,⋯,n.那么,我们称表达式

f(z),⋯,xn)dxi+⋯+fn(xi,⋯,xr)dxx

为D中的一个一阶外微分形式，或简称为一阶微分形式.这里 f,,⋯,f。称

① 这一节内容超出教学基本要求，学时较紧时可以不讲.
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为微分形式的系数.

很明显，在前述的格林公式及斯托克斯公式中，曲线积分的被积函数就

是一个一阶微分形式，

另外，假如我们在区域 D中已知一个光滑函数F=F(r?,⋯,x),那
么它的全微分

dF=⋯)dx,
最然是一个一阶微分形式，

然而，并非所有的一阶微分形式都是某个函数的全微分.比如，在R2

中的一个一阶微分形式

P(x,y)dx+Q(x,y)dy

是某函数F(x,y)之全微分，要求

张-2
这就是说：只要 P与Q不满足这一条件，它们所决定的一阶微分形式

Pdx+Qdy就不可能是某函数之全微分.

因此，我们应当把微分形式与一个函数的全微分加以区分：前者是系

数任意给定的一个微分表达式，而后者是由一个函数求得的全微分，函数的

全微分是一种一阶微分形式，但并非一阶微分形式的全部.

如果一个一阶微分形式f?dx?+⋯+f,dz。恰好是某个函数F的全

微分dF,则称该一阶微分形式为恰当微分，

微分形式f?dr,+⋯+f,dx,是恰当微分的必要条件是

2-34, Vi≠j;i,j=1,⋯,n.
今后我们将区域 DCR”中的所有一阶微分形式组成的集合记作

A(D),或简记为A?.这时在A?(D)中可以定义加法运算.若

λ=f?dxi+⋯+f,dx,∈A?(D),

μ=gidz?+⋯+g,dx,∈A?(D),

我们定义λ+μ是一阶微分形式

(fi+g)dr?+⋯+(f,+gy)dxg·

此外，我们还可定义A,中的元素λ与一个实数r的数乘运算.设λ=

fidx?+⋯+f.dxw,则我们定义：

rA=rf?dxi+⋯+rfudru,
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在这样的加法运算及数乘运算之下，A(D)组成了一个线性空间.

下面我们讨论高阶外微分形式的定义.

很自然会想到一个二阶微分形式应该是形如f,dx,dx,项的和，就像在格

林公式，高斯公式及斯托克斯公式中二重积分及曲面积分的被积函数那样.

首先我们注意到，在上述公式中只包含带 dxdy,dydx及 dxdx的项，

而不包括dxdx,dydy及dzdz的项.这是因为从几何上看，dx 与它自己所

构成的“面积元”应该是零.

另外，在上述公式中 dxdy,dydz,dxdx中的自变量的次序也是十分重

要的.回顾在三维空间中第二型曲面积分的定义，就会看到这一点.通常在

三维空间中所取定的直角坐标系Oxyz 是一个右手系.为了定义曲面S的
面积分，须事先给出曲面S的定向，即选定法向量n.点P∈S处的曲面面

积元素 dS 所对应的三个有向投影分别是

dxdy=dS·cosy, dydx=dS·cosa, dzdr=dS·cosβ.

这里cosa,cosβ,cosY是点P处的法向量n的方向余弦.可见 dS的有向投
影 dxdy,dydx及dedx完全依赖于坐标轴的选取，如果x轴与y轴对调，

那么为保持坐标系为右手系，z轴的方向应当反向，而这时的 cosy则改变

符号.这就是说，在自变量对换位置时，dS的有向投影将改变其符号.比如，

dxdy应该是一dydx.

为了 dS的有向投影的上述性质，我们引人两个自变量的微分的外积

的记号dx;Adx,来替代通常的写法dr;dz,.我们做如下的约定：

(1)dx;Adx;=0(i=1,⋯n),即相同自变量微分的外积为零；

(2)dx;Adx,=-dx;Adx(i≠j;i,j=1,⋯,n),即交换不同自变量

的微分的次序时它们的外积改变符号.

现在我们引人二阶外微分形式的定义，

定义2 设D为R*中的一个区域，f;,为D中的函数，我们称表达式

fd, A dx,
为D上的一个二阶外微分形式，或简称为二阶微分形式，其中 f.,被称为微

分形式的系数.

根据前面的两条约定，DCR”中的一个二阶外微分形式在经过整理后

÷m(n-1)个非零项，在三维欧氏空间中，一个二阶外微分形式可由至多有·

三个系数确定，即
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Pdr Ady+QdyAdx+RdzAdx.

显然，我们可以类似地定义三阶或更高阶的外微分形式，只要我们考虑

自变量微分的三重外积dz;Adr,Adr:或更高重数的外积就够了.当然，我

们应当约定在这种多重外积dx:,AdxA⋯Adx,中：

(1)只要有两个自变量相同，则为零；

(2)当交换相邻自变量的位置时，改变符号，

我们用A(D)表示区域 DCR”中全体m 阶外微分形式之集合.特别

地，我们用A?(D)表示 D中全体光滑函数的集合，并把每一个这样的函数

称作一个零阶外微分形式.

显然，可以在每一个A.(D)(m≥0)中定义加法及数乘运算，并使

A(D)构成一个线性空间，就像对A(D)所做的那样，

2.微分形式的外微分运算

一个菌数(即零阶微分形式)F通过微分运算而得到一个一阶微分形式

dF-aFdx+⋯+aFdz
那么,一个一阶微分形式通过微分运算就得到一个二阶微分形式，其确切定

义如下.设w=f?dx?+⋯+f,dx.,我们定义w的外微分 dw由下式确定：

dw=dfiA dx?+⋯+df.Adr,

其中df,是函数f;的全微分，i=1,2,⋯,n,

例1 在二维欧氏空间的区域D中一个一阶微分形式w=Pdx+Qdy

的外微分

dw=dP A dx+dQAdy

-(ax+)ax+(ax+)Ad

-3y Adx+rA dy
=(-)d A dy.

例2 在三维欧氏空间中的一个一阶外微分形式w=Pdx+Qdy+

Rdz 的外微分是

dw=dP Adx+dQAdy+dR Adz.

另外一方面
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dP-3Fdx+3Fdy+d,
dQ-3dx+36d+gds,
dR-3kdx+ay+

将这些代入 dw就得到

dw=(-axdy+(dyds
+-)dx A ds.

例3设

w=PdyAdz+QdzAdx+Rdr Ady
是三维欧氏空间中某一区域内的一个二阶外微分形式，则它的外微分为

dw=dP A dyAdz+dQA de Adx+dR A dxA dy

-3dr A dy Ade+4y A ds A dr
+d A dr Ads
-(++)dx Ady A d.

在一阶微分形式中我们定义过恰当微分的概念.其实这一概念也可推

广到一般的外微分形式.

定义3设w是R”中某区域D中的一个m阶外微分形式，也即w∈

Ao(D),这里m是一个自然数.若存在一个Ω∈Am-(D)使得d2=w,则称

是一个(m 阶)恰当微分.

除了恰当微分之外，还有一个常用的词：闭的微分形式.

定义4设w∈A。(D).我们称u是闭的外微分形式，如果其外微分

dw =0.
根据上述定义及例1中的计算，在平面区域中的一阶外微分形式

=Fdx+Qdy

是闭的，当且仅当P与Q满足方程

-2-0.
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同理，一维欧氏空间中某区域内的二阶外微分形式w=PdyAdx+QdxA

dx+RdxAdy是闭的，当且仅当P,Q与R满足

#++=0.
而三维欧氏空间中某区域内的一阶外微分形式Pdx+Qdy+Rdz 是闭的

外微分形式，则需要满足三个条件：

32-=0, 聚-9=0.3-3R=0.①:

命题恰当微分是闭的.

这条命题也可以表述成下列形式：若Ω为一个外微分形式，则dd2=0.

换句话说，任意的一个外微分形式求两次外微分必为零.

现在我们先来解释为什么前面的命题可以表述成这种形式，事实上，假

定w为一恰当微分，那么即存在一个外微分形式Ω使得d2=w.这样，命题

中的结论w是闭的(也即 dw=0)就意味着 dd2=0,

这条命题有时被称作庞加莱(Poincaré)引理.

现在我们证明这一命题.为了简单起见，我们的证明仅限于三维空间的

情况.因为在三维空问中三阶以上的外微分形式是0,所以只须验证一阶及

二阶的恰当微分的外微分为零就足够了.

设w=Pdx+Qdy+Rdz是一个恰当徽分.那么存在一个函数 F=

F(x,y,z)使得

P-F,Q-F,R-F
.a-aFdx+3dy+ads这样一来，也就是说，

da=d(3)^ds+d(F)Ady+(F)A ds
-(a+a4y+3=^ds
+(3x+4y+3)Ady
+a+d+)Ad.

注意到

dx A dx=dy Ady=dzAdz=0,
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dr A dy=-dy A dx,dy A dz=-dz A dy,
dr A dx=-dz A dx,

我们立即推出

do-3-a6,)dr Ady+(3-3dy Adt
+-)d Ad.

在本节一开头我们就约定，本节讨论中所涉及的函数有足够的光滑性.当F

有二阶连续偏导数时，我们有

3-3,3-34,3335
于是 dw=0,也即w是闭的.

现在假定w是一个二阶恰当微分形式.这时存在一个一阶外微分形式

Pdx+Qdy+Rdz使得w=dPAdr+dQAdy+dRAdx,也即

m-(39-)d= Ady+-)ayd
+(-)d Adx.

这样

do=a) de Ady+ddy Ad

+(-)Ads Adr
-a9-3+9DR-3-3+dc A dy Ad
=0.

这就证明了我们的命题.

上述命题的逆命题是否成立呢?也就是说，任意一个闭微分是否总是

恰当微分呢?

一般说来，这要依赖于外微分的定义域.如在三维空间中，线单连通域

内的一阶闭微分总是恰当的.

3.一般形式的斯托克斯公式

有了外微分形式的概念及其外微分运算，格林公式、高斯公式及斯托克
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斯公式就可以统一成一个表达形式.

首先看格林公式：

$par+ady=(G-)dds.
如果我们把Pdr+Qdy看作区域DCR2中的一个一阶外微分形式，而把二

重积分中的被积表达式看作一个二阶外微分形式，这时上述公式中右端被

积表达式恰好是左端被积部分的外微分.也就是说，格林公式可以写成

J-[a,
其中u是 D中的一个一阶微分形式.

其次，我们来看高斯公式

pdsde+ad-ds+Rdrdy-[(F++)a-dyd.
如果我们将公式两端的被积表达式都看作外微分形式的话，那么右端被积表

达式是左端被积表达式的外微分(见例3),于是，高斯公式可以写成下列形式；

-id,
其中w是一个二阶外微分形式。

类似地，利用外微分运算(见例2),可以将斯托克斯公式写成

f-[a
其中u为一阶外微分形式.

在上述这些公式中左端积分的积分限恰好是右端积分的积分限之边界

集合.因此，上述三个公式可以统一表述为

?-[,do, (8.32)

其中 22是三的边界，a是一个外微分形式，在∑Ua2上光滑，在上述表述

中，我们没有特别限定外微分α的阶数，也没有用多重积分的记号.但是事

实上上述表述中左端积分的重数与w的阶数相同，而右端积分重数要比左

端积分重数多一重.另外，还应指出在上述公式中，积分是依赖于2及as

的定向的.

公式(8.32)被称为一般形式的斯托克斯公式，它可以推广到高维欧氏

空间甚至流形上.
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公式(8.32)也包括了牛顿-莱布尼茨公式作为特例，只要我们对零阶微

分形式的积分做适当定义即可.事实上，牛顿-莱布尼茨公式告诉我们：

[f(z)dz=F(b)-F(a),
其中 F是f的原函数，也即F'(x)=f(x).它可以改写成

{dF-F(b)-F(a).
如果我们将积分区间(a,h)记作2,那么2的边界则是a与b两点构成的

集合，也即 a2={a,b}.上述公式的左端可以看成一阶外微分形式dF在三

上的积分，而其右端则可看作零阶外微分形式F在a2上的积分.

从这个意义上讲，一般形式的斯托克斯公式是牛顿-莱布尼茨公式之推

广，是高维空间中的微积分基本定理.
外微分运算的引入不仅在形式上统一了以往的一些公式，而外微分运

算本身也具有一定的物理意义.

我们知道一个零阶微分形式w=F的外微分

dr-adx+3f4y+3,
而 F 的梯度

grdf-(3F,,).
可见F的梯度的三个分量恰好是零阶微分形式w=F的外微分的系数.所

以可以说，梯度相当于零阶微分形式的外微分运算.
比较一阶微分形式w=Pdx+Qdy+Rdz 的外微分公式与向量

(P,Q,R)的旋度公式就会发现，du关于dyAdz,dzAdx,dxAdy的三个

系数恰好就是向量(P,Q,R)的旋度的三个坐标分量.事实上，

do-(y-32)dyAd+(-)d Ade
+(-)ds  dy.

o(P,Q,R)=(3B-2)+(P-a)+(-).
在这个意义上旋度相当于一阶微分形式的外微分.

二阶微分形式w=PdyAdz+QdzAdx+RdxAdy的外微分

do-F+3+gdr Ady Ad
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的系数恰好就是w的二个系数构成的向量(P,Q,R)的散度.因此，求散度

相当于求二阶微分形式的外微分.

总之，在场论中的梯度、旋度、散度在一定意义下分别相当于零阶、一阶

及二阶的微分形式的外微分运算.

根据这样的说明，Poincare引理 ddw=0可以写成

rotgradf=0(当m=f时);

divrota=0(当w=Pdx+Qdy+Rdz时),

其中a=(P,Q,R).

闭的外微分形式也有其物理意义.比如，设w=Pdx+Qdy+Rdx 是闭

的一阶外微分，定义在区域D内，也就是说，在D内do=0.如果把(P,Q,

R)作为一个向量场F,那么dw=0相当于rotF=0.在上一段中讨论过闭的

外微分与恰当微分的关系，指出任意一个恰当微分都是闭的，并在线单连通

域的情况下，一阶闭微分总是恰当的.这些结论翻译成场论的语言：有势场

总是无旋场，并在线单通域中，无旋场也是有势场.

习题 8.8

求下列外微分：

l.d[y2dr-(e3+sinr)dy].
2.d(2xydx·hx1dy).

3.d(zer+))dx Ady+ytan(x2s^)dxAde).

4.设f是一个零阶外微分形式，即光滑函数.又设u是一个一阶外微分形式.证明：
d(f·w)=dfAw+fdas,

第八章总练习题

1.设一细金属线的形状可由参数方程

E0≤t≤
表示，在!对应点处的密度为： .求该细金属线的重心坐标.

求下列曲线积分(第2题一第5题):z. ,沿不通过坐标原点的积分路径.
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3. J,f(a)dx+g(y)ay,其中f(x);g()为连续函数。

4. Ja 二,沿不与直线 y=x 相交的积分路径.

5.Ja(1-2)dx+sn+)d,沿不与y轴相交的积分路
径.

6.设f(t)为连续函数，L 为分段光滑的闭曲线，证明：

$f(ay)(ydz+xdy)-0.
7.证明下列估计式：

P(xvy)dx+Q(x,y>dy|≤LM,
其中L为积分路径!之长度，M= max √P2+Q.

)E!

(提示：对向量函数F(x,y),有|F·drl≤|F|·|dr{,其巾dr=(dz,dy).)

8.估计积分

t.-$+
提示：x2+xy+y2=2(x2+y2)+÷a+y))之值的范围.|

9.求曲线积分

1=S。√R+y*dz+y[xy+la(x+√F2+y)]dy,
其中L为圆周：x2+y2=1.

Aa-a+3一0.则称u为酒和10.设u=u(z,y)为可微分两次的雨数.若

函数.证明：μ(x,y)为调和丽数的充要条件是：对任意闭曲线L,都有

f,s=o,
其中 n表示L的外法线方向，

11.求两积分

h.-u2+y*+e0s与4.-(u+y+e)ds
之差，其中S,为球面：x2+y3+g2=a2(a>0),S?为内接于此球的八面体；

lx|H|yl+l=|=u,

12.求积分F(a)-(fca ,yvx)ds、.其中曲面S为球面：x2+y2+z2=a2(a>
0),被积函数
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yu-yx)-fe2+y,若x≥ VFy.
岩x<√x2+y2,

13.设L是平面2x+2y+x=2上的一条光滑的简单闭曲线，证明：曲线积分

f,2ydx+3zdy-xde
只与L所用区城的面积有关，而与L的形状及位置无关.

14.设有向量函数

F(e.yv*)=z+2++)J+zk.
证明：

(1)rotF=0;

(2)当L为Oxy平面上的圆周x2+y2=1时，

[,F·ar≠0.
问：以上两结果、与斯托克斯公式是否有矛盾?为什么?

15.设 L.为平面

xcosa+ycosβ+zcosy=d
上的一条光滑的简单闭曲线，其中cox2a+cos2β+cog2y=1.L所围区域的面积为S,求

线积分

之值.(提示：用斯托克斯公式.)

16.证明公式：

其中S为光滑的简单闭的面，2为S所围之区城.n为S上的点(x,y,z)处的外法线，

r=√(x-re)3+(y-yn)2+(x-en),r为从点(xa,yo,zo)到点(x,y,z)的向量，其

中点(xa,yo,zo)在闭曲面S之外部.

17.给定数丝杨u=in÷,,其中r=√(x-rn)2+(y-yn)*+(ε-xa)2,(zo,y?,
xn)为一个定点，问：在空间Oxyz中哪些点处使|gradu|=1?
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常微分方程理论已有悠久的发展历史.它几乎是与微积分同时产生的，

并且一直是数学联系实际的一个重要的分支.在自然科学及工程技术中，很
多问题的数学模型是常微分方程.因此，常微分方程是研究某些科学技术问

题，特别是许多力学和物理问题的重要工具.本章将介绍常微分方程的一些

基本概念及求解常微分方程的一些基本方法.

§1 基 本 概 念

在很多物理及力学问题的研究中，我们往往并不能直接确定未知函数

对于自变量的依赖关系，但却可以列出关于自变量、未知函数及未知函数的

导函数之间满足的方程式.例如，设一质量为m的物体在常力F的作用下

沿力所在方向作直线运动，要求物体的运动规律s(t).这里s(t)表示时刻t

a(x)=4.时物体的位置，是未知函数.由于其加速度 ,于是由牛顿第二定律

得

m =F. (9.))

上式就是未知函数s(t)的二阶导函数所满足的方程，又比如镭的衰变率与

镭的现存量成正比.设R(t)是t时刻镭的质量，那么,R(t)满足下列方程：

蛋=-aRα), (9.2)

其中a>0是常数.在这些例子中，s(t)及R(t)都是未知函数，而所列出的

方程不仅包含未知函数，而且还包含未知函数的导数，粗略地讲，一个包含

米知函数(一元函数)及其导函数的方程，称作一个常微分方程.
在方程(9,1)中未知函数的导数是二阶的，而在方程(9,2)中未知丽数

的导数是一阶的.故前者称作二阶常微分方程，后者称作一阶常微分方程.

我们之所以在微分方程之前冠以“常”字，这是为了有别于偏微分方程.

一个偏微分方程是指一个包含未知函数及其偏导数的方程.如拉普拉斯方
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程

8+3+3=0
是偏微分方程，

一般说来，一个联系自变量x,未知的一元函数y=y(x)及其导数

yV(x)(0<j≤n)的方程(其中导数的最高阶数为n)

F(x·y,y',⋯,y()=0 (9.3)

称作一个 n 阶常微分方程.

如果在区间(a,b)上存在一个函数y=y(x),它有n阶导数，代入(9.3)

式后使得(9.3)式变成一个关于x的恒等式：

F(x,y(x),y'(x).⋯,y^)(x))=0,Vx∈(a,b),

那么,我们称y=y(x)是方程(9.3)在(a,b)上的一个解.

很容易证明，y=sinx 是微分方程

v"+y=0 (9.4)

在(一○,+???的一个解.还很容易看出y=cnsx 也是它的一个解.不仅

如此，y=C sinx+C?cosx,其中C,与C?是任意常数，都是方程(9.4)在

(一?≈)上的解，由这个例子可以看出一个常微分方程可以有无穷多个

解.

对于常微分方程而言，这种现象并非个别的，而是一般现象，一般说来，

它们都有无穷多个解，在上面例子中方程(9.4)有解

y=C?sinx+Czcosx,

其中包含两个任意常数.而对于镭的衰变方程(9.2),我们不难验证它有解

y=Ce*”

其中C是一个任意常数.

观察这两个例子我们不仅发现了常微分方程的解可以有无穷多个，而

且我们发现二阶常微分方程(9.4)的解可以包含两个任意常数，而~-阶常微

分方程(9.2)的解可以含有一个任意常数，我们希望这一观察结论有一般

性，并且希望这种包含若干常数的解能代表方程的大多数解.

现在我们引入微分方程通解的概念.

定义若n阶常微分方程(9,3)有解

y=g(x;C⋯C)

其中C,,⋯,C。是n个独立的任意常数，则我们称它是(9.3)的一个通解.

这里我们要注意通解中独立的任意常数的个数恰是方程的阶数.
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与通解相对立的是特解.方程(9.3)的任何一个不包含任意常数的解，

都称作特解.

什么叫解y=φ(x;C?,⋯,C,)中的常数是独立的呢?意思是说，其中

每一个常数C;对解的影响是其他常数所不能替代的.这样说仍然不足以准
确地表达独立常数的作用.用更精确的数学语言表达这种独立性如下：

称g(x,Ci,⋯,C)中的n个任意常数是独立的，若φ,φ',φ"-”关于
C,⋯,C。的雅可比行列式不等于零，即

D(φ,φ',⋯,φ4-”) ≠0,x∈(a,b),D(C?,Ca,⋯,C)

这里我们将φ(x;C,,⋯,C)(j=0,1,⋯,n-1)看作C,,⋯,C。的函数，

现在，我们验证一下方程(9.4)的解y=Cisinx+Czcosx 是否是通解.

因为

R.3-|--1≠0.
所以C?,C?是两个独立的任意常数，故y=C?sinx+C;cosx 是方程(9.4)

的通解.

我们很自然地会问一个问题：通解是否包含了原方程之一切特解.换

句话说，若y=φ(r;C,⋯,C)是方程(9.3)的一个通解，是否对每个特解

y=y(x),总能找到适当的一组常数(Ci,⋯,C)使得φ(x;C},⋯,C?)就

是y(x)?

这个问题的答案是否定的.比如考虑微分方程

y2(x)+y'2(x)=1,

不难看出，y=sin(x+C)(x∈(-o,+o),C为任意常数)是其通解.又

y(x)=1是其一个特解.但这个特解并不能由通解中的任意常数C取某一

特定值而得到.

尽管如此，一个方程之通解仍然代表着方程式的大多数解，而不能用通

解表示的解是个别的.

有时候通解不是用显函数的形式给出，而是用一种隐函数的形式

中(x,y;C,,⋯,C)=0给出.这时我们把φ(x,y;C?,⋯,Cw)=0称作方程

的通积分.

通常求解一个常微分方程就是要求出它的通解，并寻求那些不能用通

解表出的“奇解”(如果有“奇解”的话).



§1 基本概念 169

除了求微分方程的通解之外，往往在实际问题中更关心满足某些条件
的特解，最常见的问题是所谓初值问题.它的一般提法是求出方程

F(x;y,y',⋯,y(m)=0

满足初始条件

的解，这里xo,yo,y?,⋯,yo-1是预先给定的常数。
比如，已知锱在t=0时质量为R。,这时镭的蜕变问题即可写成一个常

微分方程的初值问题： -
.--aRa)的通解为我们知道，

R(t)=Ce-".

为了得到初值问题的解，将t=0代人上式两端并注意R(O)=R。,即可定

出C的值：

R?=Ce““=C.

因此，R(t)=Rve-“是上述初值问题的解.

由这个例子可以看出，求出通解是求初值问题解的基础.

再看一个二阶常微分方程初值问题的例子：

可以直接验证

y=C?e1+Cxe**-t3-6t

是方程y”=y+t3的解，其中C,与C:是任意常数.因为

Rc,3-|-=-2≠0.
可见这个解是通解.将初值条件代人通解：

(y(0)=C?+Cg=1,

y'(0)=C?-C?-6=-6.
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由此解出C?=C?=言. 这样初值问题的解为

y(t)=2(e2+e-1)-t3-67.
一般说来，为求解初值问题

{F(x;y,y',⋯,y(*))=0,
{y(x?)=yo,y'(xo)=yi,⋯,y?*-1(xa)=ya-t,

在已知通解y=q(x;Ci,⋯,C。)的条件下，将问题归结为求解方程组
p(xg,C,,⋯,C)=yn·

φ'(xg,Cj,⋯,C)=y⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯
-(xo,C?,⋯,Cn)=y,-l.

从这个方程组可确定出n个常数C1,C2,⋯,C,将它们代入通解的表达

式，即得初值问题的特解y=φ(x;C1,C2,⋯,C).

初值问题又叫柯西问题，常微分方程的解的图形称作积分曲线.

例 验证下列函数是相应的微分方程的解，是特解还是通解?

(1)y-?+Ce-,xy1+(1+x)y=e;
(2)x2-xy+y2=C,(x-2y)y1=2x-y;

(3)y=3sinx+4cosx,y"+y=0.

(1)y-”可以转化成xye-C,解( 然后关于x求导，

其中y是x的函数，有

ye?+xy'e?+xye1=e2”,
即得

xy1+(1+x)y=e^.

y=tC;因此 是一阶方程xy1+(1+x)y=e的解，又该解含有一个

任意常数C,因而是通解.

(2)方程x2-xy+y2=C关于x求导，其中y是x的函数，有

2x-y-xy1+2yy?=0,

即得

(x-2y)y'=2x-y

因此由x2-xy+y2=C所确定的隐函数是一阶方程的解，又该解含有一
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个任意常数C,因而是通解，

(3)y=3sinx+4cosx 关于x求导，有

y1=3cosx-4sinz,
y"=-3sinz-4cosx.

容易验证，y”+y=0.则y=3sinx+4cosx 是微分方程的一个特解.

习题 9.1

1.指出下列微分方程的阶：

d&=xy2+y*;(2)(s"}2+2(yY?-x?=0;(1)

(3)y*+2(y")1+y2+r1=0.

2.指出下列函数中的低意常数是否独立?

(1)y=C?cosax+C?sinar(a>0);

(2)y=C?(1-cos2x)+Czsin2x;

(3)y=C?cn+C?c2?,λ?≠Az;
(4)y=C?t*+Czx;

(5)y=C?x+C:x2+C;(x2+x).

3.验证下列函数是相应的微分方程的解，是特解还是通解?

(1)y-sin2x+y"+4y=0;

(2)y=C,cosur+C:sinax,y"+u2y=0(a>0);
(3)y=C?el2+Cye*,y?-(d?+Az)y?+XtAzy=0,A?≠A?;

(4)y=C?e2+Czxe,y"-2λy1+a2y=0;

(5)y=Ce2r(C为任意常数),y*-9y=0;

(6)y-r(J(dr+c),xy'-y-xg.
4.验证两数x(t)=cost+2sint—2tcost 是初值问题

12+x-4sm
x(0}=1,r'(0)=0

的解.

5.求下列初值问题的解：

(1)

(2)
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=y-ay)-a(3)

§2 初等积分法

微分方程研究的中心问题之一，是求解微分方程的问题，人们已经知道

了许多求解微分方程的办法，但并不是所有微分方程都能用初等积分法求

解的，如早在1686年，微积分的发明者之一，著名的数学家莱布尼茨就提出

一个一阶微分方程

d=x2+y2
的求解问题.这个形式上很简单的方程曾吸引了许多数学家的兴趣.经过
150多年的探索，到1838年，刘维尔(Liouville)证明了上述微分方程是不可

能用初等积分法求解的，亦即不可能用初等函数或它们的积分来表示这个

方程的解.因此，我们不能奢望用初等积分法来求出所有微分方程的解，但
对于某些特殊类型的微分方程，却是可以用初等积分法来求解的.本节的主

要内容是介绍这些初等解法.

1.变量分离的方程

变量分离的常微分方程是最基本的一类可以用初等方法求解的方程.

一个形如

=f(a)·g(y) (9.5)

的常微分方程称为变量分离的方程.其特点是方程右端可表示成x的函数

f(x)与y的函数g(y)的乘积.例如

y'=y·casx;y'=-fy
#-2y1=e*";;

等都是变量分离的方程.而方程

d=z'cosy+ysine
则不是变量分离的方程.

为求解变量分离的方程(9.5),我们先做一些分析.设y=y(x)
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(a<x<b)是方程(9.5)的解，则有

2=f(x)g(y(x》),a<x<b.
若g(y(x))≠0(a<r<h),则上式可化为

g9e))-f(x)d.
再若已知F'x)=f(a),C'(y)=(g(y)≠0),则由一阶做分形式的
不变性，上式可写成

dG(y(x))=dF(x),

于是有

G(y(x))=F(x)+(', (9.6)

其中C为任意常数.即微分方程(9.5)的使g(y(x))≠0的解y(x)必满足

方程(9.6).反过来，若由函数方程

G(y)=F(x)+C

能确定出隐函数y(x)(其中G(y)与F(x)分别是· 与 f(x)的原函
数),则y(x)就是微分方程(9.5)的解.因此当g(y)≠0时，为求微分方程

(9,5)的解，只须求隐函数方程

「-?ra)dx
的解，

根据上面的分析，我们可以通过下列步骤来求微分方程(9.5)的解：当

g(y)≠0时，首先，将(9.5)式分离变量得

-fa)dx,g(v)≠0,
即使等式的一端是变量y及其微分而另一端只含变量x及其微分.然后将

上式两边求积分，得

J=?r().
假若我们能求得· 与f(x)的原函数，即

=c(y+ci,?f(a)dx=F(x)+C,,
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其中C?,C?为任意常数，则微分方程(9.5)的通积分为G(y)=F(x)+C,

其中C为任意常数.假若我们能够从G(y)=F(x)+C中解出y=q(x,

C),那么y=φ(x,C)就是原方程之显式解，该解包含一个任意常数.一般地

说，y=φ(x,C)是一个通解.以上讨论了g(y)≠0的情况.假若g(y)=0有

根yo,即g(y?)=0,这时可直接验证常数函数y(x)=ya也是方程(9.5)的

一个解，在某些情况下这样的解y(x)=y。并不包含于通解之中，此时称之

为奇解(见例 2),

例1 求解微分方程

y′=-ky,其中常数k>0.
解当y≠0时，分离变量得

=-kds,
两边积分得Inlyl=-kz+C?,C,为任意常数，即

ly |=et·e-*, (9.7)
去绝对值得y=±e·e.不难看出，当C,∈(-m,+o)时，±e∈

(一0,+0)\{0}.故若令C?=±e,则(9.7)式可写成

y(x)=Cze-*,其中C?∈(-0,+~)\{0}. (9.8)

又y=0显然也是方程的一个解，这个解也可表示成y=C?e~(C?=0).因

而将此解与(9.8)式表示的解合并，得所求方程的通解为

y(x)=Ce,其中C为任意常数，

例2求解微分方程y=4xy

解当y≠0时，分离变量得

岁=4rdx.
两边积分，得

?=?axdx.
故通解为

In|y|=2x2+C?·|y|=e1-e2r2,

其中C,是任意常数，与例1同理，所求微分方程的通解为

y=Ce2r2,C为任意常数.

例3 求

d=V5,0≤y<+× (9.9)
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的全部解，并做积分雨线的图形，

解当y≠0时，分离变量得-
两边积分得

4√y=x+C,
故通解为

y=256x+C),x≥-C,C为任意常数.
又y=0时√y=0,故y=0(-o<x<+0)也是其一个解.这个解不包含

在通解中.

方程(9.9)的全部积分曲线的图形如图9.1所示.

o P? -C π

图 9.1

从图9.1看出，过上半平面内任一点P?(ro·yo)(yo>0),在局部范围

内有且只有一条积分曲线通过，也就是方程(9.9)的满足初值条件

y(xg)=y?(yo>0)的解是局部唯⋯的；而过x轴上任一点P?(x?,0),在

P?的任意小的邻域内，过P,的积分曲线总有两条，亦即方程(9.9)的满足

剂值条件y(x?)=0的解不是局部唯一的.这一现象我们将在本章§3中做

一般性的讨论，

例4 有一圆柱形油罐，高20m,直径 20m,装满汽油.油罐底部有一直

径为10cm的出口，问打开出口阀后需多少时间，罐内的油全部流完.

解 设t时刻罐内油面的高度为h(t)(cm).这时油的体积为V(t)=

π(1000)2h(t)(cm3).考虑由t到t+dt这一小段时间内的一个等量关系：

油体积的改变量=自出口处流出的量.

油体积的改变量近似等于
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dV(t)=V'(t)dx=π(1000)°h'(t)dt.

由水力学定律，液体从距自由面深度为h的孔流出时，它的流速为v=

c√2gh,其中c为常数：c=0.6.故自出口处流出的量近似等于

x·52·0.6√2gh dt≈664π√h dt.
注意到h(t)是递减的，即h'(t)<0,由以上各式可得函数h(t)满足微分方

程：

-来(1000)2h'(t)=664π√h.

分离变量得

=-doo)xd,
积分得

2√k4J=-a000y(+c.
又已知h(0)=2000,代入上式求得

C=2√2000≈89.4

所以

V6c1=-a00074+44.7.
当油流完时h(t)=0,代人上式得

t=(032·44.7=134839(s)≈37.4(h),
即经过将近37.4h,油全部流完.

2.可化为变量分离方程的几类方程

有些方程本身并不是变量分离的方程，但它们可以通过适当的变量誉

换后，化为变量分离的方程，从而可以用分离变量法求解，

下列方程是最典型的几类可通过做变量替换化为变量分离方程的方

程.
(1)形如

d-f(ar+by+c)(a,bvc 为带数) (9.10)

的方程.这时我们做变量替换~=ax+by+c,这里z为新的未知函数.即得

到
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d-a+bd-a+bf(a).
显然该方程是关于新未知函数z的变量分离方程.

例S求y′=sin(x+y+1)的全部解.

解 令x=x+y+1,则

x1=1+y1=1+sine. (9.11)

当sinx≠-1即g≠2kx+2(k=0,±1,±2,⋯)时，分离变量并积分得

?ifsm=?dx,
即

-an(-)=x+c.
将z用x,y表示，得原方程的通积分

x+C+am(t-=+2+1)-o,
其中C为任意常数。

又可看出x=+2kπ(k=0,±1,±2,⋯)也是方程(9,11)的解.故原

方程还有特解

x+y+1=+2kx(k=0.±1,±2,⋯)。
(2)形如

-fary) (9.12)

的方程，其中右端的丽数f(x,y)是齐次丽数.

所谓f(x,y)是齐次函数，是指该函数有下列性质：对于任意的t≠0,

().f(rxvy)=f(x,y).若f(r,y)可以写成· 的函数h ,则它一定是齐次

函数.可以证明，反之亦然.例如

ya

y-z2号，y=+2
等都是齐次方程，因为它们可分别改写为
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谓 _1+(2)sn2
x≠0.-,

1+2(=)2
对于齐次方程(9.12),我们先将它改写为形式

y=h(2) (x≠0),
a-再做变量替换 或y=xu,这里u 是新的未知函数.这时有

y'=u+ru'
代入(9.13)式得u+xu'=h(u),亦即

a-(u-“.
上式关于新未知函数u是变量分离方程.

例6求解方程

xy1-y+xe2 (x >0)
解 首先将方程写作

y1=2+é(x>0).
令u=y/x,这时y=xu·y′=u+xu',于是上述方程化为

u+xu'=u+e?(x>0),

也即

xy'=e*(x>Q),

这是一个变量分离方程，它可写成

-4 (x>0).
两端进行积分，得到

-e“=1nx+C (x>0),

其中C 为任意常数.这样我们得到

lax+e÷-c
是原方程之通积分、

例7求解方程

(9.13)

xy1=√I2-y3+y,x>0
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解 上述方程可改写为

y=√f-()+2.
令u=差.方程可化为

u+xu1=√1-u2+u,

即

ac-- (9.14)

当u≠±1时，有 =,
积分得

arcsinu+Ci=Inx,

即

x =ei·ccinm=Ceasi*,C>0.

又u三±1(x>0)也是方程(9.14)的解.将u换成y/x,即得原方程的解为

x=Ceimy(x>0,C>0),

及y==x(x>0)、

(3)形如

&-r(dyr+by+c:) (a,,b,,c,为常数，i=1,2)(9.15)
的方程.

当c?=cz=0时，方程(9.15)的右端为x,y的齐次函数.由上面的讨论

知，它可化为变量分离的方程.

当c?,cg中至少有一个不等于零时，分下面两种情况讨论.

(0 a-|a, 4,|40
这时联立方程

+?+g=
有唯一解.记此解为(xg,yo),即(xo,yo)满足

c,=-(axn+b,yo),i=1,2.
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于是

a?x+b?y+c?=a?(x-xo)+b?(y-yo),

azx+b?y+cz=az(x-ro)+b?(y-yo).

做变量替换u=x-xn,v=y-yo.这里u为新的自变量，v为新的未知函
数，方程(9.15)化为

d-r(+b),
这是关于u,v的齐次方程.

(a)a-|ark.|=0
当α·b?≠0时，存在常数k,使(az,b?)=k(a?,b?).令x=α?x+

b,y,则

=a?+b=an+b.(2+c:)
上式是变量分离的方程.

当a?≠0,b?=0时，由△=0推出b=0.这时方程(9.15)为

y-f(a+e:)
这即变量分离的方程.(a?=0,b?≠0的情况可类似讨论.)

当a?=b?=0时，方程为

y=f(a+éy+)
这即形如(9.10)的方程.

例8 求解方程

y-中
解 这里分子分母中的x,y项的系数成比例故令x=2x+y,则

x=2+y1-2+2±}==J.
分离变量并积分得

?-2dx-?sdx,
由此可求出通积分

g—1=Ce2=∵.



§2 初等积分法 181

再用x,y表示z,得原方程的通积分

2x+y-1=Ce-,其中C为任意常数.

3.一阶线性微分方程

形如

+P(a)y=Q(x) (9.16)

的方程称为一阶线性方程.以下设其中的函数P(r),Q(x)在区间(a,b)上

dd连续.方程(9.16)的特点是：它关于未知函数y与其导函数 都是线性的.

因此我们才把它称作一阶线性方程.

如方程

蛋-t2+xcosxy1=x+2y,y1=ysin2x,

等都是线性方程，而

=e,=√5y1=e2+y2,
等都是非线性方程.

下面分两种情况来介绍线性微分方程的解法.

(1)当Q(x)=0时，方程(9.16)为

+P(x)y-0. (9.17)

此方程称为线性齐次微分方程.这个方程也是变量分离的方程，用分离变量

法可求出其通解

y=Ce「Pa,z∈(atb), (9.18)

其中xu为(a,b)中任意取定的一点，C为任意常数.

例如，方程

y'+ky=0 (k为常数)

的通解为y=Ce-x,C为任意常数.

可以证明：一阶线性齐次微分方程的上述通解，包含了它的一切解.为此

只要证明：线性齐次方程(9.17)的任意一个解，都包含在函数族(9.18)中.事

实上，设y*(x)是齐次方程(9.17)的任意一个取定的解，则它满足方程

+P(x)y1=0,x∈(a,b),
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在方程两端莱以 J”。Pw得

d+P(x)ey`=0,x∈(ab),
上式即

(y'e??**)=0,x∈(a b).
由此知

y·d。"=C?,C?为某一常数，x∈(a,b),
即

y^(x)=Cac-f rinw
这说明y*(x)包含在函数族(9.18)中.

由线性齐次方程的通解(9.18)可看出，线性齐次方程的解或者恒等于零(通

解中C=0时对应的解),或者恒不等于零(通解中C≠0时对应的解).

(2)当Q(x)≠0时，方程(9.16)称为线性非齐次方程.在非齐次方程的

求解过程中，仍须考虑线性齐次方程(9.17),我们称方程(9.17)为方程

(9.16)对应的齐次方程.

下面介绍求解线性非齐次方程(9.16)的所谓常数变易法.

此法的要点是：将方程(9.16)对应的齐次方程(9.17)的通解(9.18)中

的任意常数C,换成一个新的未知函数u(x),即做变量替换

y(z)=u(x)c-f,Payur (9.19)

求导得

y′=u'(x)e-「Pu)-u(x)P(x)e-?”Pu)*.
将前述y(x),y'(x)的表达式代入方程(9.16),化简后得

u'(x)e-?。P=Q(x),

即

w'(x)=Q(x)d”,.
积分得

u(x)=?Qu)el?~*d+c.
其中C为任意常数.将上式代入(9.19)式即得方程(9.16)的通解

y(x)=(au)d,*d+c)f,
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其中C为任意常数，

上式中右端第一项是非齐次方程的一个特解，而第二项是齐次方程的

通解.由此看出：非齐次方程的通解，由非齐次方程的一个特解加上对应的

齐次方程的通解构成.

读者不必死记这个通解的公式，但应掌握上述求解的方法，在求解具体

方程时，按上述步骤求解即可.

+y=x.例9 求解微分方程

解方法一 常数变易法.

先求解方程所对应的齐次方程

+xy=o,
分离变量得

y=-xdx,
两边积分得到

1mly|=-2x2+C,,即|y|=e-2
即得到齐次方程的通解

y=Ce-, 其中C 为任意常数.
令y(x)=u(x)e-,求导得

-u(x)cv+u(x)e(-z)
=u(x)e-÷2-ru(x)e-x2

将y,y'的表达式代入原方程，有

u1(x)e-xu(x)e2-xu(x)e2=x,
整理得

u'(x)=xe,

解得

u(x)=e+C,C为任意常数.
于是得到原方程的通解

y=(e2+C)e=1+Ce.
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方法二积分因子法.

一阶线性微分方程的标准形式是

+P(x)y=Q(x)
先取k(x),使得k'(x)=P(x),方程两边同乘μ(x)=e*(),有

e+P(x)ey=e(x)
注意观察上述方程左边，恰好是e*(x)·y的导数，则有

d(c=Q(x)e),
即

ey=?Q(z)e)dx,
于是方程的通解为

y-e?o(x)edx、
其中μ(x)=e*z)称为积分因子.

A(x)=x2此题中P(r)=r,Q(x)=x,取 ,方程两边同乘积分因子

μ(x)=e≠2,有

eh*+e zy=,
则

(el+2y)=xe2,

exy=?ze2dx=eǐ+C.
方程通解为

y=1+Ce=2,C为任意常数.
K

在本节的第4部分，将介绍积分因子法，

用于求解某些特殊类型的微分方程，而一阶线

性微分方程是这些类型之一，

(f)

E- SL

例10 设有一 RL 串联电路如图 9.2 所

示，其中电阻R、电感L及电源电压降E都是

正的常数.求开关K合上后电路中的电流 I随

R

图 9.2



§2 初等积分法 185

时间t的变化规律I(t).

解由基尔霍夫定律可得方程

L墨+RI=E. (9.20)

这是一阶线性非齐次方程，其对应的齐次方程

L#+RI=0
的通解为Y(t)=Ce亡，其中C为任意常数.令

/(t)=u(t)et, (9.21)

x(x)-[u^()-F=u(t)为新的未知函数.于是 ,代人(9,20)式化简

得

u′a)=Fe

积分得u()-長●+C,代入(9.21)式得

fa)-長+Ce2, (9.22)

c--長,其中C为任意常数.再由初值条件I(0)=0推出 ,代入(9,22)式得

Fa)-長1-e).
可见当t→+o时，I(t)→E/R.

现在我们分析通解(9.22)的结构.其中第一项E/R 显然是方程(9.20)

的一个特解，而第二项Ce- 则是(9.20)对应的齐次方程的通解，这反映了
线性微分方程通解的一个规律；线性非齐次方程的一个特解与相应的齐次

方程的通解之和，构成非齐次方程的通解，这个规律的证明，请读者完成.

有些微分方程，可通过做变量替换而化为线性方程.

例11 求解伯努利方程

d+P(x)y=Q(x)y~(a≠0,1,a为常数),
其中P(x),Q(x)在区间(a,b)上连续.

解当y≠0时用y°除方程两端，得
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y~+P·y~=Q(x)

y~-1-·(~),令x=y~,上式为注意

i二+P(a)=-Q(x),
即

r+(1-a)P(z)z=(1-a)Q(x).
这是关于函数x(x)的线性微分方程，先求出ε(x),再由y=z六求y(x).

4.全微分方程与积分因子

下面我们讨论一类特殊形式的方程：

d=,
它可写成P(x,y)dx+Q(r,y)dy=0的形式，而方程左端恰好是某个二
元函数之全微分，或者乘以适当函数后恰好如此.

(1)全微分方程

我们考虑对称形式的一阶微分方程

P(x,y)dx+Q(x,y)dy=0, (9.23)

其中P(x,y)及Q(x,y)是定义在一个区域D中的光滑函数.若存在一个

可微函数u(x,y),使

du(x,y)=P(x,y)dx+Q(x,y)dy, (9.24)

则称方程(9.23)为全微分方程，或恰当方程.

当方程(9.23)是全微分方程时，则

u(x,y)=C(C为任意常数) (9.25)

就是方程(9.23)的通积分.事实上，任意取定常数C,设y=φ(x;C)是

(9.25)式确定的隐函数，即

u(x,p(x;C))=C,

于是du(x,p(x;C))=0,即

P(x,φ(x;C))dx+Q(x,q(x;C))d?(x;C)=0,

这说明φ(x;C)就是方程(9.23)的解.

还可以证明，全微分方程(9,23)的通解(9.25)包含了它的一切解.事实
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上，设y(x)是方程(9,23)的一个特解，则有

P(r,y(x))dr+Q(x,y(x))dy(x)=0,

即du(x,y(x))=0,由此知

u(x,y(x))三C。

其中C。为某一常数，说明y(x)是由方程

u(x,y)=C。

确定的隐函数，因而它包含在函数族(9.25)中.

由此看出，对于全微分方程(9.23),只要能求出满足(9,24)式的原两数
u(π,y),则其通积分也就能写出了.

例12求解微分方程

2xy1dx+4x2y3dy=0.
解容易看出，方程左端为函数u(x,y)=x2y1的全微分，因而有

d(x2y?)=0,故其通积分为

x2y1=C,C 为任意常数.

例12中的方程比较简单，很容易求出原函数u(x,y).对于一般的形如

(9.23)的方程，如何判别它是否是全微分方程?当它是全微分方程时，如何

求出Pdx+Qdy的原函数u(x,y)?

回颜在第八章§3中讨论平面第二型曲线积分与路径无关时，得到如

下结论：当函数P(x,y),Q(x,y)在单连通区域D上连续，有一阶连续的

偏导数，则等式

器=部，xy)∈D (9.26)

成立的充要条件是，存在函数u(x,y),使du(x,y)=Pdx+Qdy.又当

(9.26)式成立时，至少有三种方法，可求出原函数u(x,y).因此，我们可利

用(9.26)式来判别方程(9.23)是否是全微分方程.

例13 求解微分方程

(xcosy+2xy2)dx+(-2x*siny+2x2y+y2)dy=0.(9.27
解 因为

ar=-xsny+4zy=2,(xy)∈R2,
且它们在全平面上连续，所以方程(9.27)为全微分方程.下面我们来求原函

-P(xry)=rcosy+2ry2,对x积分得数u(z,y),由
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u(x,y)=÷x2cosy+z2y2+g(y), (9.28)

其中φ(y)为待定的可微函数.上式对y求偏导数得

3y--2siny+2x2y+g'(y).
另一方面，

ay=Q(x,y)=-2x2siny+2cy+y2
比较上两式得φ'(y)=y2,因面p(y)=5》”(这里省略了积分带数，由下面
通积分的表达式可知，这样并不影响通积分的表示式).代人(9.28)式得

v(x,y)=}x2coy+x2y2+}y,
所以方程(9.27)的通积分为

2a2cosy+x2y2+÷y=c, 其巾C 为任意常数.
(2)积分因子

有时给出的微分方程并不是全微分方程，但乘上一个非零因子后，就是

全微分方程了.例如，考虑微分方程

(x-y√1+z2)dr-x√1+x?dy=0, (9.29)

*、 万由于 ,所以(9,29)不是全微分方程.但在方程两边乘

(=-)dx-zdy=0. (9.30)

方程(9.30)就是一个全微分方程，且不难看出其通积分为

√1+x2-ry=C. (9.31)

又不难证明，(9.31)式也是原方程(9.29)的通积分.

定义设方程

M(z,y)dx+N(x,y)dy=0 (9.32)

不是全微分方程.若存在函数μ(x,y)≠0,使

pMdx+μNdy=0 (9.33)

是全微分方程，则称μ(x,y)为方程(9.32)的积分因子.

因为方程(9.32)与(9.33)是等价的，且方程(9,33)的求解问题已解决，
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所以若能找到(9.32)的一个积分因子，则(9.32)的求解问题就解决了.但一

般说来，实际求得积分因子并不容易.因为积分因子必须满足偏微分方程

-aA
即

N3-M3k=-(3-3#), (9.34)

而求解此方程并非易事.但是，对某些特殊类型的微分方程，求积分因子的

方法是可行而有效的.

下面分析两类特殊的情况.

3=0,(9.34)设方程(9.32)有一个只依赖于x的积分因子p(x),这时

式化为

a·*-(aw-a)/n, (9.35)

由于上式左端只是π的函数，所以其右端也应该只是x的函数而与y无关.

反过来，若(9.35)式的右端函数

aM aNan-ar (9.36)
N(x,y)

只是x的函数，记之为F(x),则微分方程(9.35)的一个解

μ(x)=e]Fns (9.37)

就是方程(9.32)的一个积分因子.

以上我们实际上证明了下述命题，

命题1 若方程(9.32)中的函数M,N 所确定的表达式(9.36)只依赖
于x,记之为F(x),则由(9.37)式表示的一元函数μ(x).就是方程(9.32)

的一个积分因子.

类似地有下列的命题.

命题2若表达式

3NaM

系哥 (9.38)

只依赖于y,记之为G(y),则一元函数

μ(y)=!” cina (9.39)
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就是方程(9.32)的一个积分因子，

例14 求解方程

(2xy2-y)dx+(x+3y3)dy=0. (9.40)

ax-29-1-(4xy-1)=2(1-2xy)≠0,因而方程(9.40)不是解

aNaM

?全微分方程，但· ,它只依赖于 y.由命题 2,所论方程有只依

赖于y的积分因子

4(y)=J(÷*=c=},y≠0.
up(y)-子乘(9.40)式的两边，得全微分方程

2xdx+3ydy+-0.
由此求出通积分

x2+2y2-f=C,,C为任意常数.
有时也可用观察法求积分因子.

例15 求解

(x-y)dx+(x+y)dy=0.

解 因为

(x-y)dx+(x+y)dy=(xdx+ydy)-(ydx-xdy)

=24(c2+y2)-(x?+y2)darctn号，

μ(xy)=7+,(ay)≠(0,0)是一个积分因子，用μ(x,y)容易看出

乘微分方程的两边，得

μ(x,y)(x-y)dx+μ(x,y)(x+y)dy

=÷.+y3-dcta
=d(m√E+y-arcin)
=0.

由此得原方程的隐式解
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√x3+y2=Cc÷,y≠0,其中常数C>0.

5,可降阶的二阶微分方程

以上讨论了一阶常微分方程的若干初等解法，下面讨论二阶常微分方

程的解法.我们的着眼点是如何通过适当的变量替换将其化成一个一阶常

微分方程.

下列两类二阶微分方程，可通过做变量替换而转化为一阶微分方程.

(1)不显含未知函数y的方程

F(xsy',y")=0.

这时我们令x=y',则方程化为关于新未知函数z的一阶方程

F(x,z,z^)=0, (9.41)

若求出方程(9.41)的通积分为

更(x,x,C?)=0,其中C,为任意常数，

则再求解一阶微分方程

4c.)=0
即可

例 16 求解方程

y”=√1+(y). (9.42)

解 方程不显含未知函数y.令x=y',则方程(9.42)降为一阶方程

z′=√1+x2. (9.43)

用分离变量法可求出方程(9.43)的通积分为

In(z+√1+z2)=x+C?,C.为任意常数，

亦即

x=sh(x+C?).

注意到x=y',于是有

-sh(x+c?).
对上式两端积分得原方程的通解为

y(x)=ch(x+C?)+C?,

其中C;C?为任意常数，

(2)不显含自变量x的方程
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F(y,y',y")=0. (9.44)

这时我们令p=y',并将y看作自变量.这样

y”-出=4·-p
代人(9.44)式，使之降为一阶方程

f(y·p.r)-0, (9,45)

其中y为自变量，p为未知函数，若能求出方程(9.45)的通积分

G(p,y,C)=0,其中C,为任意常数，

于是函数y(x)满足一阶微分方程

cy,c.)-0, (9.46)

再求解一阶微分方程(9.46)即可.

例17 求初值问题

2)--1
的解.

解 方程中不显含自变量x.令p=y',并将y看作自变量，有y?=

p器，,代人方程得关于 p 的一阶方程

1+p2=2p
这是变量分离方程，不难求出其通积分为

1+p2=Ciy,C)为任意常数.

由初值条件：y=1时p=-1,可定出C,=2.因而上式为p2=2y-1,注意

初值条件，有

p=-√2y-1.
于是y(x)满足一阶方程

d=-V2y-T.
再次用分离变量法得

√2y-1=-x+Cz,C?为任意常数.

利用初值条件y(1)=1得C?=2,故所求特解为
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即

√2y-I=2-z

y=÷x2-4x+5)

历史的注忆

常徽分方程的研究几乎是在微积分创立的同时就开始了，人们在很长

一段时间内把注意力放在求常微分方程的通解，并且希望这种解有一个初

等的表达式.在17世纪至18世纪之间，其主要研究成果有：菜布尼茨研究

了残性齐次方程的通解；欧拉给出了常系教线性常微分方程的通解，并通过

变换将形如

aox*y?~`+ayx?-'y^n-)3+⋯+any=0 (欧拉方程)

的方程化成常系数线性方程；伯努利研究了一种非线性方程

y1+P(x)y=Q(x)y”(伯努利方程).

直到19世纪初柯西首次提出了初值问题之后，人们的注意力才由求通解转

移到求满足一定条件的特解，后来又根据其他方面的需要，进一步开展了边

界值问题与特征值问题的研究.

习题 9.2

1.求下列微分方程的通积分：

#-a+t,(1)

a(+2y)-=(a>;(2)a

(3)√1+z2dy~√1-y?dx=0;

(4)(x+2y)dx+(2x-3y)dy=0;

(5)(3x+5y)dx+(4x+6y)dy=0;

(6)2xdx-2*dx=√x2+Az*dx(x>0);

(7)(2x2+y2)dx+(2xy+3y2)dy=0;

(8)y1=(x+y+2}2:

(9)(2x+3y-1)dx+(Ax+6y-5)dy=0;

(10)(2x-y+4)dy+(x-2y+5)dr=0.

2.求下列初值问题的解；
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y+=0,y()=2;(1) (2)xdx+ye-*dy=0,y(0)=1;

(3)√T+x*=xy*,y(0)=1 (4)x+2y=sinx,y(x)=÷.
3.求下列微分方程的通解：

()x-y=(x-De2; -=(x+D,(2)

(3)(x+1)-ny-e'(x+1", &+2y=xe'.(4)

4、求下列微分方程的通积分：

(1)y+2=y3; (2)xy1+y=2√xy;

(3)nxy1+2y=xy*1; (4)3xy1-y-3xy?lnx=0;

(5)y1-3xy-xy?=0.

5.将下列微分方程化为线性微分方程：-, &-#y(1) (2)

(3)3ry^d+y2+x?=0; 4)-+xuay.

+z+.6.一曲线在点(x,y)处的斜率等于： ,且通过点(1,0),试求此曲线的表达式.

7.物体在冷却过程中的温度变化率与它本身的温度和环境的温度之差成正比.今

有一温度为95℃的物体，放入温度恒为20℃的房内，10分钟后物体的温度降至55℃,

问：需多长时间，使该物体的温度降至20℃.(提示：先列出温度函数u(t)应满足的初

值问题.)

8.镭的衰变速率与其现存最成正比.经测定，一块镭经过1600年后，只剩原始量

R?的一半，问：1克翻经过一年后衰变多少毫克?

9.求解积分方程

fgír)dt=np(x),
其中φ(x)为可微函数.(提示；对左端积分做变母替换u=zt,再两边求导得关于φ(x)

的徽分方程.)

10.设y?(z)与yn(x)分别是线性非齐次方程(9.16)与其对应的齐次方程(9.17)的

解，证明：y?(x)+yn(x)也是非齐次方程(9,16)的解.

11.设y?(x),y:(x)是非齐次方程(9,16)的两个解，证明：y:(x)-y?(x)是(9.16)
对应的齐次方程(9.17)的解.

12.证明：线性非齐次方程(9.16)的通解

y?(x)+Cef,0(其中C为任意常数)
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包含了其一切解.

13.求解下列微分方程，

(1)x2y*=y2+ (2)y12+2yy"=0;

(3)y°(e1+I)+y1=0; (4)y*=2(y”-1)cotx

14.判断下列方程是否是全微分方程，若是，求出其通积分.
(1)(3x2+4y)dx+(2x+1)dy=0;

(2)(x+2y)dx+(2x-y)dy=0;

(3)e'dr+(xe'2y)dy=0;

(4)(1+x√x2+y2)dx+(-1+√r2+y2)ydy=0;

(5)(x+2y)dx+(2x+3y)dy=0;

(6)(ax-by)dx+(bx-cy)dy=0(b≠0);

(7)(ye?+2e1+y2}dr+(e?+2xy)dy=0;

(8)(ax2+by2)dx+lxydy=0(a,b,t为常数).

15.用观察法求下列各方程的积分因子，并求其通积分、

(1)(x+y)2(dz-dy)=dx+dy(x+y≠0);

(2)(1+x2+y2+x)dx+ydy=0;

(3)sinydx+cosydy-0:

(4)(x2+y2÷y)dx-xdy=0;

(5)(xdy+ydr)√1-y2+xydy=0(xy≠0,y≠±1).
16.利用积分因子，求解下列微分方程：

(1)xdx=(2ry?dx÷3r2y2dy)√1÷r2;

(2)(x2+y)dx-xdy=0;

(3)y(x+1)dx+x(y+1)dy=0(xy≠0);

(4)(3x2y+2xy+y3)dx+(x2+y2)dy=0:

(5)2xy3dx+(x2y2-1)dy=0?

(6)edx+(e2coty+2ycosy)dy=0.

§3 微分方程解的存在和唯一性定理T

前面我们介绍了可用初等积分法求解的几类特殊的一阶微分方程，但

正像前面已指出的，大多数微分方程是不能用初等积分法求解的.自然会产

生一个问题：那些不能用初等积分法求解的微分方程，到底有没有解?尤

@ 这一节中有关微分方程解的存在和唯一性定理的证明不作为救学的基本要求，但其中的
皮卡序列的拘造应当知道。
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其是人们更关心满足初值条件的解，因此要问：初值问题

5-y. (9,47)

的解是否存在?当有解时，有多少个解?若能在理论上肯定初值问题

(9.47)有唯一的解，那么,尽管不能用初等积分法来求解，但可设法用其他

方法来求它的近似解.

历史的注记

19世纪20年代，柯西第一个给出了初值问题(9,47)存在唯一解的充分

条件(为此，后人把初值问题也称为柯西问题),1876年，利普希茨给出了一

个比柯西条件更弱的充分条件，1893年，皮卡(Picard)在利普希茨的克分条

件下，用逐次遥近法，对解的存在和唯一性定理做了一个新的证明，皮卡逐

次遥近法在证明解的存在和唯一性定理的同时，也给出了求解的一种方法.

因此它无论在理论上或应用上，均受重视.

本节着重介绍解的存在和唯一性定理的利普希茨的充分条件，以及皮

卡逐次逼近法，并给出证明的主要步骤，

首先，我们介绍一个概念.若函数f(x,y)在区域 D 内满足

lf(x,y)-f(x,yz)|≤L|yi-y?l,(x,y;)∈D,i=1,2,

(9.48)

其中L为常数，则称函数f(x,y)在区域D内对y满足利普希茨条件，

(9.48)式中的L称为利普希茨常数.

很多函数满足利普希茨条件.例如，若区域D是凸区域，而f(x,y)关

于y有偏导数，且|f,|在D内有界，则f(x,y)在D内关于y满足利普希

茨条件.这一结论可用拉格朗日中值定理证明.

其次，我们指出，初值问题(9.47)与积分方程

y=yo+?f(rry)dx (9.49)

等价.

事实上，设y=y(x)(x∈(a,b))是初值问题(9.47)的解，则有

y1(x)=f(x,y(x)),x∈(a,b).

将上式两边积分得

y(x)-y(x?)=?f(x,y(x))dxr.
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注意初值条件，移项即得

y(x)=yn+?,f(x.y(xz)dx.
这说明y(x)是积分方程(9.49)的解.

反过来，若y(x)是积分方程(9.49)的解.由(9.49)式即可看出y(x)满

足初值条件y(xn)=ya.再将y(x)代入(9.49)式后对(9.49)式两边求导，即

可看出y(x)满足(9.47)中的微分方程.所以y(x)是初值问题(9.47)的解.

下面给出初值问题(9.47)有局部唯一解的一个充分条件，

定理 设初值问题(9.47)中的函数f(x,y)在闭矩形城

R={(x,y)||x-x?|≤a,|y-yn |≤b}

上连续，且对y满足利普希茨条件，则初值问题(9.47)在区间[xa-h,x?+

h]上有且只有一个解，其中常数

h=min(a,b/M),M=max{lf(x,y)l(x,y)∈R}.

我们先从直观上对定理做一点解释.首先，虽然函数f(x,y)在矩形R

={(x,y)|xn-a≤x≤xn+a,y-b≤y≤yo+b\上有定义，但柯西问题

的解不一定在区间[xo-a,x?+a]上都存在，事实上，这时解的图形可能通

过R的上下边界穿出R,如图9.3所示.在图9.3所示的情况发生时，当x<

x?或x>xz(x)与xg的位置见图9.3),积分曲线超出了R,因而f(x,y)

没有定义.

l

yo+b

ye-b
(xo,yo)|

ol xu-a x? x? Xp+a x

yo+b C B

ol

yo-b A b
M
D

o| Xo-a xo xXa+a
图 9.3 图 9,4

另一方面，当(x,y)∈R时，lf(x,y)!≤M.这样，柯西问题如果有解

y=y(x),那么ly'(x)!≤M;也就是说，积分曲线的斜率之绝对值不超过

M.我们过(xa,yo)做两条直线AB与CD,使它们的斜率分别为M及-M,

并分别交直线y=yo+b与y=yo-b于B,C与A,D,如图9.4所示.这时

积分曲线不可能进入图9.4中带阴影的部分.注意到A,B,C,D四点到
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(x?,yo)的水平距离为b/M,可见积分曲线的定义区间应不小于[xo-h,

xo+h].其中h=min(a,b/M).

定理的证明证明分四步进行.

第一步做皮卡序列.

由于初值问题(9.47)等价于积分方程(9.49),我们可做积分方程(9.49)

的一系列的近似解.首先，将常数函数

y(x)=ya,x∈[xg-h,x?+h]

代人积分方程(9.49)的右端，得一次近似解

y,(x)=yo+?fa.y?)dx,x∈[x-h,x?+h].(9.50)
由此式我们得到

y?(z)-y?|-|]f(x,yo)dr|≤M·lx-x?l≤M≤b.
因而(z,yi(r))也在f(x,y)的定义域内，从而可做二次近似解

y:(z)=yu+?f(x.y?(x))dz,x∈[=o-h,z?+h].
显然y?(x)在[x?-h,x?+h]上连续，且同理可得{y?(x)-yo|≤b,因而
(x,y?(x))∈R,于是又可做三次近似解，以此类推，我们可得到n次近似

解

y,(x)=yo+?f(x,y?(z))dx,
x∈[xo-h,xo+h],n=1,2,⋯,

(9.51)

并有ly。(x)-yo|≤b(n=1,2,⋯),

上述近似解序列y,yz,⋯,y,⋯,称为皮卡序列.
第二步证明当 n→～时皮卡序列的极限函数存在，并令此极限函数

为φ(x);即有

limy,(x)=p(x),x∈[xg-h,xo+h].

第三步 证明可对(9.51)式两端同时求极限，即有

p(z)=yo+?,f(rvg(e)dx. (9.52)

(9.52)式说明φ(x)是积分方程(9.49)的解，从而也是初值问题(9,47)的解.

第二步及第三步的证明要用级数的理论和积分号下取极限的理论，而

这是第十章讨论的主题.故这两步的证明略去.

第四步 证明初值问题(9.47)的解的唯一性.
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设初值问题(9.47)另有一解

y=ψ(x),x∈I=[x?-h,xa+h].

我们只须证明

φ(x)=ψ(r),x∈1.

事实上，这时ψ(x)也满足积分方程

(x)=yo+?f(x·ψ(x))dr, (9,53)

将(9.52),(9.53)两式相减，并注意f(x,y)满足利普希茨条件，有

1g(x)-4(x)l≤L|?|g(x)-ψ(z)|dx|,x∈1.(9.54)
由于|q(x)-φ(x)|在闭区间I上连续，必有上界，取一个上界A(>0),即

有

lg(x)-y(x)|≤A,x∈I. (9.55)

将(9,55)式代入(9,54)式右端，积分可得

lg(x)-ψ(x)|≤LA|x-x?|,x∈I. (9.56)

再将(9.56)式代入(9.54)式的右端，积分得

1y(a)-4(x)l≤A,41zD.
以此类推，用归纳法可证

1p(z)-4(x)\<A·÷L1x-x?Iy°≤A·,
x∈I,n=1,2,⋯.

AmA·(A)”=0推得limlg(x)-4(z)1-0,即由|

φ(x)-ψ(x)=0,x∈I.

证毕，

推论考虑微分方程

y1=f(x,y),(x,y)∈ D. (9.57)

若函数f(x,y)及f,(x,y)在区域D上连续，则过D内任一点(zo,yo),

有且只有一条方程(9.57)的积分曲线通过.

证 注意到fy(x,y)在D中的连续性，可知函数f(x,y)在 D中的任
意一个闭矩形中都关于y满足利普希茨条件.特别地，以(xo,yo)为心，取

一个闭矩形R,使之包含于D,那么函数f(x,y)在R上关于y满足利普希

茨条件，并且 f(x,y)在R上连续.根据上述定理，存在一个常数h>0及一
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个函数y=y(x),其定义区间为[xo-h,xo+h],使得
y1(x)=f(x,y(x)),x∈[t?-h,x?+h]

且y(x?)=yn.这表明至少有一条积分曲线通过(x?,ya).再由定理的唯一

性部分可知，这样的积分曲线是唯一的.证毕.

附带指出，虽然上述过(xg,yo)的积分曲线y=y(x)是在一个小范围

内的，但是其端点，比如(zo+h,y(xa+h))=(xi,yt),仍在 D内.再次应

用上述定理，存在一条积分曲线过点(x,y).这样，y=y(x)在端点Io+h

处得到延拓.不断地应用上述定理，便可以得到一条较大范围的积分曲线.

皮卡逐次迭代的方法，不仅可以用来证明上述定理，而且还提供了近似

求解的方法.皮卡序列中的每一项实际上都是一个近似解，项数越靠后，其

精确的程度越高.

一般说来，若函数f(x,y)在区域 D内连续，但对y不满足利普希茨

条件.这时，过区域 D内任一点，微分方程(9.57)仍然有解.但这样的解可能

不唯一.

例考虑初值问题

y1=x2+y2
y(0)=y。=0

试求出该初值问题的皮卡序列的前三项.

解与上述初值问题等价的是积分方程

y=0+?(x2+y2)dx.
把上式中积分部分被积函数中的y用yo=0代入得到

y?=?x2dx =÷x
然后再用y=y?(x)代入积分方程之右端，又得

yx=f.[x2+(x)]ar
=÷x3+5.

再以y=yy(x)代入，又得

y=[、[2+(}+)]
-3x2+5?+20+55
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可以证明，这个皮卡序列是有极限的，但是其极限不是初等函数，

习题 9.3

1,设两数f(x,y)关于y的偏导数f,(x;y)在闭矩形域R上有界，证明：f(x,y)

在R上对y满足利普希茨条件.

2.下列函数在相应的闭区域上是否满足利普希茨条件?

(1)f(x,y)=√j,R:lx|≤a,0≤y≤b;

(2)f(x,y)=√y.R:|xl≤a;0<0≤y≤b;

(3)f(x,y)=xy*(n为正整数),R:lz}≤a,lyl≤;
(4)f(x,y)=xy2,D:lx|≤a,-m<y<+~.

3.我们将本节中的存在和唯一性定理应用于下列情况：f(x,y)=r2y+r,xo=0,
ys=0,R={(x,y)|lxl≤1,ly1≤1}.试估计利普希茨常数L及M=max|f(x,y)|的

值，并给出定理中解存在的区间长度2h的估计值、

4.求初值问题

的皮卡序列及其极限.

5.求初值问题

偿-x-y
y(0)=0

的皮卡序列的近似解：yn(x),y?(x)及y?(x).

6.根据解的存在和唯一性定理，指出下列各初值问题的解的存在区间；

(1) R:lx-4|≤2,1y-1l≤1;

R:Ix|≤1.1y-3I≤1;(2)

R:lx-1|≤1、1yl≤1.(3)

§4 高阶线性微分方程

前面我们介绍了一阶微分方程的几种初等积分法，以及解的存在和唯一
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性定理.在实际应用中，还有许多微分方程是高阶的.本节讨论一类特殊的高

阶徽分方程——高阶线性方程、为简明起见，着重讨论二阶线性微分方程.

粗略地说，未知函数及其各阶导数都以一次方幂出现的微分方程，称为

线性微分方程.更确切地说n阶线性微分方程是形式为

y(w)(x)+pi(x)y*-”(x)+⋯+pe-(x)y'(x)

十p.(x)y(x)=f(r) (9.58)

的方程，其中函数p;(x)(i=1,2,⋯,n)在区间(a,b)上连续.

二阶线性微分方程的形式为

y”(x)+p(x)y1(x)+q(x)y(x)=f(x), (9.59)

其中函数p(x),q(x)在区间(a、b)上连续.一般来说，不能用初等积分法求

高阶线性微分方程的通解.本节的重点是讨论高阶线性微分方程的通解的

结构.

首先介绍二阶线性微分方程解的存在和唯一性定理.

定理1 设函数p(x),q(x),f(x)在区间[a,b]上连续，则初值问题

{y”+p(x)y1+q(x)y=f(x),

{y(xn)=y?,y1(xo)=y:(x?∈(a,b))
(9.60)

在区间[a,b]内存在唯一的解y(x).

定理1的证明从略.这个定理很容易推广到一般n阶线性微分方程上，

其中初值条件为y(xo)=yo,y'(xo)=yi,⋯,y^*-(xo)=y-t.

现在，引进函数组线性相关与线性无关的概念.

定义 设m个函数φ?(x),φ?(x),⋯,φm(x)在区间[a,b]上有定义，

若存在m个不全为零的常数k;,kz,⋯,k,使

k?φ?(x)+kxpz(x)+⋯+kmφm(x)=0,x∈[a,b],

则称函数组q?(x),p?(x),⋯,φw(x)在区间[a,b]上线性相关，否则称函

数组(x),φe(x),⋯,φw(x)在区间[a,b]上线性无关.

例如，函数组

1,cos2x,sin2x

在区间(一，+～)上线性相关，而函数组

l,cosx,sinx
在区间(-?心)上是线性无关的.事实上，设有常数k?,kz,k?,使

k?+kzcosr+kysinx=0.x∈(-0,+~).

分别令x=0,π/2,π,得三个方程：

k?+kz=0,k?+k?=0,k?-kz=0.
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不难看出，只有当k?=ky=k?=0时，以上三个方程才能同时成立.这说明

1,cosx,sinx 线性无关.

类似可以验证：1,x.x2在(-o,+???线性无关，e~,e在(一心，

+～)上线性无关，其中α≠β.

下面讨论线性方程解的结构.当方程(9.59)中的 f(x)手0时，方程

(9.59)称为线性非齐次方程；当f(x)=0时，方程(9.59)形如

y”(x)+p(x)y1(x)+q(x)y(x)=0, (9.61)

称方程(9.61)为相应于方程(9.59)的线性齐次方程.

1.二阶线性齐次方程通解的结构

这一段中我们讨论二阶线性齐次方程的解的结构.这里的结果很容易

推广到一般n阶齐次线性方程中去.

定理2 若y?(x),yz(x)是线性齐次方程(9,61)的两个解，则它们的

任意一个线性组合

Ciy?【x)+C?y?(x). C?,C?为任意常数 (9.62)

也是方程(9.61)的解，

证 只要证函数(9.62)满足方程(9.61).事实上，

(Ciy?+C?y?)"+p(x)(C)yi+C?y?)1+g(x)(Ciy?+C?y?)

=C?(y”+p(x)yí+q(x)y?)
+C?(y?+p(x)y?+q(x)yg)
=C.·0+C?·0=0.

证毕，

定理2说明，方程(9.61)的任意两个解的线性组合，仍是(9,61)的解，为

了求出(9.61)的通解，还须引用下列事实，

引理 设φ;(z)与φ?(x)(x∈(a,b))是线性齐次方程(9.61)的两个

解，φ(x)与φz(x)在(a,b)上线性相关的充要条件是：它们确定的朗斯基

(Wronski)行列式

we)-|3()sia)|=a.x∈(ab).
证 必要性 由φ(x),φg(x)线性相关，故存在不全为零的常数C,

C?,使

Cφ?(x)+C?g?(x)=0,x∈(a,b). (9.63)
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将上式两边求导得

C?φ(x)+C?φ2(x)=0,x∈(a,b). (9.64)

(9.63)与(9.64)式表明，对(a.b)中任意取定的一个x,方程组

P(x)k?+φ?(x)k?=0,

{φ{(z)k?+qy2(x)k?=0
有非零解C,C?.故其系数行列式必为零，即

e() 8;a)|-a.
由于x是(a,b)中任意一点，故有

W(x)=0,x∈(a,b).

充分性 任取x?∈(a,b),有W(xo)=0,于是方程组

(xp)k?+φ?(xo)k?=0

{φí(xn)k?+φ2(xo)k?=0
(9,65)

有非零解k?=C?,k?=C?.再以C?,C?为系数做g?(x)与φz(x)的线性组

合，即令y(x)=C?φ?(x)+C?g?(x),由定理2知y(x)也是线性齐次方程

(9.61)的一个解，且由方程组(9.65)知y(x)满足初值条件y(xo)=0,

y1(zo)=0.另一方面，函数u(x)=0(x∈(a,b))也是(9,61)的一个解且也

满足初值条件u(xo)=0.u1(xw)=0.由解的存在和唯一性定理，推出

y(x)=u(x)=0,x∈(a,b),

即有

C?φ?(x)+C?g?(x)=0,x∈(a,b),

其中C?,C?不全为零，这说明φ?(x)与φ?(x)在(a,b)上线性相关.证毕，

从引理的证明可以看出：只要在一点xo∈(a,b)朗斯基行列式W(x)

=0,则φ(x)及φ?(x)线性相关.因此，我们有下列结论.

推论 设φ?(x)与φ?(x)是齐次方程(9.61)的两个解.φ?(x)与φ?(x)

线性无关的充要条件是：它们的朗斯基行列式W(x)≠0,x∈(a,b).

定理3 若φi(x)与φz(x)(x∈(a,b))是齐次方程(9.61)的两个线性

无关的解，则

Cí(x)+C?q?(x),x∈(a,h) (9.66)

就是(9.61)的通解，其中C?,C?为任意常数，

证 根据通解的定义，只要证解

y(x)=C?q?(x)+C?g?(x)
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Bc.;dJ≠0,x∈中的两个任意常数 Ci,C?是独立的即可，即只要证

C?-e(2)e;)|-W(a),由足理(a,b).而这是显然的，因为；

2的推论知，这时W(x)≠0,x∈(a,b).证毕.

我们曾经指出：一般说来，通解并不意味着它包含了一切解，然而，具

体到现在的二阶线性齐次方程的情况.通解

y=C?φ?(x)+C?g?(x)

包含了一切解.事实上，若y=φ(x)是齐次方程(9.61)的任意一个解，那么

考虑初值问题

5-?C5yC5-c)
其中xo∈(a,b).由这个初值问题解的唯一性，可知y=p(x)是这个初值问

题的唯一解.另外，由于φ?及φ?是齐次方程的线性无关解，于是

was)-|) ic)|4o
这表明方程组

cwa)+cn)-u;
必定有解，设解为(C!,C!).那么,这个解(C},C?)所对应的函数

y=Clφ(x)+C2φ?(x)

必定也是上述初值问题的解.再由柯西问题解的唯一性，即推出

p(x)=Clpi(x)+Ciφ?(x),

这就表明q(x)可表示成φ?及φ?的线性组合.

对于一般n阶线性齐次方程而言，这一结论同样成立.

定理4 若φ?(x),φz(x),⋯,φn(x)是线性齐次方程

ym)+p?(x)y?*)+⋯+p-(x)y1(x)+p.(x)y=0 (9.67)

的n个线性无关的解，则

Cg?(x)+C?p?(x)+⋯+C?(x) (9.68)

是(9.67)的通解，其中C?,C?,⋯,C。是任意常数，且(9,67)的任一解都包

含在通解(9.68)中、

定理4的证明与上述n=2 的情况相似，
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顺便指出，关于n个函数φ?,⋯,φ。的朗斯基行列式定义为一个n 阶

行列式：

前面的引理可以推广到一般n阶线性齐次方程的情况：即若gi,⋯,g。是
方程(9.67)的n个解，它们线性相关的充要条件是它们的朗斯基行列式

W(x)=0,

例1 设φ?(x)=e2·φ?(x)=c是二阶线性齐性方程的两个解，试确

定此方程的表示式，并求出通解.

解 二阶线性齐次方程的形式为(9,61),即

y”(x)+p(x)y'(x)+q(x)y(x)=0.

分别将φ?(x),qz(x)代人上式得到

e+p(x)e+q(x)e2=0,

9c=+3p(x)e3+q(x)e=0.

解得，p(x)=-4,q(x)=3.以φ?(x),φ?(x)为解的二阶线性齐次方程的

表示式是y”(x)-4y'(x)+3y(x)=0,它的通解是y=C?e2+C?e*.

例2 设φ(x)=1,φg(x)=x是二阶线性齐次微分方程的两个解，求

此方程满足初值条件：y|,-=1,y'|=1=2的特解.

解 方程的通解为y=C;+C?x.求导得y'=C?.将初值条件代人得到

8+2=1·
解得 C?=-1,C?=2.所求特解为y=2x-1,

2.二阶线性非齐次方程通解的结构

定理5 若y*(x)是线性非齐次方程(9.59)的一个特解，又C?φ?(x)

+Czφz(x)是(9.59)对应的齐次方程(9.61)的通解，则

y(x)=Cg(x)+C?φ?(x)+y'(x) (9.69)

是非齐次方程(9.59)的通解.

证 先证(9,69)是(9.59)的解.事实上，
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y*+p(x)y1+q(x)y

=[(C?φ?(x)+Czgz(x))?+p(x)(C??(x)+C?yz(x))'

+q(x)(Cg?+C?g?(x))]+y·"+p(x)y'1+q(x)y·

=0+f(x)=f(x).

因而(9.69)是方程(9.59)的解.又(9.69)式中的两个任意常数是独立的，因

而是方程(9.59)的通解.证毕.

显然，上述非齐次方程之通解包含方程之一切解(请读者证明这一结论).

定理5说明.只要找出非齐次方程(9.59)的一个特解以及它所对应的

齐次方程的两个线性无关的解，就能写出非齐次方程(9.59)的通解.但对于

一般的线性方程而言，做到以上两点也并非易事，下节我们将对常系数的线

性齐次方程给出求通解的一般方法，并对几类带特殊非齐次项的非齐次方

程给出求特解的方法.

非齐次方程的解还有下列性质.

定理6 设函数y?(x)与y:(x)分别是非齐次方程

y"+py1+qy=fi(x)
与

y"+py1+qy=fz(x)

的解，则函数y=y?(x)+y?(x)是非齐次方程

y"+py1+qy=f?(x)+fz(x)
的解.

证(y?+y?)"+p(y?+y?)'+q(y?+yz)

=(y^+py(+qy?)+(y°+py?+qyz)
=f(x)+f?(x)、

证毕

这个定理告诉我们：求方程

y"+3y'+5y=e2+sinx
的一个特解可以化归为求下面两个方程的特解；

y”+3y1+5y=e2,
y"+3y1+5y=sinx,

而后面两个方程可能比原方程容易求解(见木章§5).

例3 设二阶线性非齐次微分方程有三个特解：

y?(x)=e2+3e~^,y?(x)=e?+2e},yy(x)=e2.



208 第九章常微分方程

求此方程的通解.

解记

p?(x)=}(y(z)-y,(z))-e2,
g?(x)=÷(y?(x)-y,(x))=e2

则φ?(x),φ?(x)是对应齐次方程的解，又φ?(x),φ?(x)线性无关，根据定

理4和定理5,所求方程的通解是

y=C?φ(x)+C?ge(x)+y?(x)

=C1e”+Csei+e

习题9.4

1.证明下列函数组线性无关：

(1)e*,xe*; (2)cosRx,sinx; (3)e**cosBx,esin?r.

2.设(x),φx(r)是微分方程

y?+q(x)y=0

的任意两个解，其中q(z)在(a,b)上连续.证明；φ(x)与φz(x)的朗斯慕行列式
W(x)=常数，x∈(a,b).

3.设y=φ(x)是线性齐次微分方程(9.61)的一个非零解(即φ(x)≠0,x∈(a,b)),

若有xo∈(a;b)使g(xg)=0,证明：φ(xo)≠0.
4.设φ?(x)与φz(x)是线性齐次微分方程(9.61)的两个线性无关的解.证明：它们

没有公共的零点.

5.证明：线性齐次微分方程(9.61)存在两个线性无关的解y=φ(x)及y=

Pg(x)

6.证明：线性非齐次微分方程(9.59)的任一解，都包含在它的通解(9.69)式中，

§5 二阶线性常系数微分方程

上节讨论了线性微分方程的通解结构.现在对二阶常系数的线性方程，

给出求通解的方法.我们先讨论齐次方程.

1.线性常系数齐次方程

考虑方程

y"+py'+gy=0, (9.70)
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其中p,q为给定的常数.

我们考虑方程(9.70)的形如

y=e* (9.71)

的解，其中3是待定常数.将它代入方程(9,70)得

(a2+pà+g)e*=0.

由于e≠0,由上式推出A必须满足一个二次多项式方程

λ2+a+g=0 (9.72)

这样，求解微分方程的问题就归结为求解代数方程的问题.方程(9.72)被称

为线性齐次微分方程(9.70)的特征方程，方程(9.72)的根

A.-≥(-p+√F'-4q),λx-÷(-p-√F-4q)
被称为方程(9,70)的特征根，

从以上分析看出，若函数y=e*(a为取定的常数)是微分方程(9,70)

的一个解，则常数λ必是其特征根.反之，当λ是方程(9.70)的特征根时，则

函数e必是(9.70)的解，因此，只要求出方程(9.70)的特征根，就能求出它

的解.下面分三种情况进行讨论.

(1)当特征根为两个相异的实根λ?,A?时，y(x)=e与yg(x)=e2

都是方程(9.70)的解，且它们的朗斯基行列式

W(a)-|g-ea-2)≠0,
因而它们线性无关.由本章§4定理3可知，方程(9.70)的通解为

y(x)=C,e?1*+Cze^2,

其中C?,C?为任意常数.

(2)当特征根为二重根λ时.首先，可得方程(9.70)的一个解y?(x)=

e其次.我们可验证这时函数yz(x)=xe也是(9.70)的一个解，事实

上，y?(x)=(1+λlx)e3*,y?(x)=(2λ(+λ{x)e*,代人(9.70),整理得
yz+py?+qyz=[(λ}+pà?+q)x+2λ?+p]e1*.

由于λ,是方程(9.72)的二重根，由根与系数的关系知2λ?=-p,因而上式

右端方括号内的值恒等于零.也就有y”+py?+qyg=0,这说明y?(x)是方

程(9.70)的一个解，此外，与xe线性无关，事实上，它们的朗斯基行列式

we)-|m  a|-o
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因而方程(9.70)的通解为

y(x)=(C?+Czx)e*

其中C,C?为任意常数，

例1 求微分方程

4y"-12y1+9y=0
的通解，

解 上述方程的特征方程为

4λ2-12A+9=0,
特征根为3/2(二重根).因而方程的通解为

y(x)=(C?+C?x)g(a/2)r

其中C?,C?为任意常数.

(3)特征根为一对共轭复根

λ?=α+iβ,λg=a-iβ(β>0),

这时，

yi(x)=ef=e(cosβx +isinβx)
及

yz(x)=e(n)=e(cosBx -isinr)

都是方程(9.70)的解.但它们都是复值解，为了求得(9.70)的实值解，取它们

的线性组合，即令

y,(x)=}(yi+yi)=ecosBx,
y,(x)-去(y;-yi)-e sin.

由本章§4定理2知，y?(x),yz(x)也是(9.70)的解，且可证它们线性无关.

因而方程(9.70)的通解为

y(x)=e*(C|cosβx+C?sinBx),

其中C,C?为任意常数。

例2 求下列微分方程的通解：

(1)y"+u2y=0(a>0); (2)y"-a2y=0(a>0).

解(1)特征方程为λ2+a2=0,两特征根为λ?x=±ai.因而方程有两

个线性无关的特解 cosax 与 sinax,方程的通解为

y(r)=C?cosax+C?sinax,

其中C,C?为任意常数.
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(2)特征方程为λ2-a2=0,两特征根为λ?.?=±a.因而方程有两个线

性无关的特解e“与e”,方程的通解为

y(x)=C?e+C?e'U,

其中C?,C?为任意常数.

综合以上讨论，可将特征根的三种情况所对应的通解的形式列表如下；

特征根 通解形式

两相异实根λ,a:

二重根λi

共轭复根λtz=α±ip

C?e1+C?e2>
(C?+C?x)e1t
e?"(C?cosβx+C?singx)

对于高阶常系数线性齐次方程，也可用类似的方法求出其通解.例如，

为求n阶微分方程

y~3+aiy*-”+azy?*-8)+⋯+us-1y1+axy=0

的通解(其中a?,az⋯u。为常数),先求出其特征方程

A"+α?λ"-1+azA*-2+⋯+an-1d+u?=0

(9.73)

的n个特征根

λ?,a?,⋯,λ。(A?,⋯,λ,中可有相同者).
再根据下表，可写出每个特征根所对应的线性无关的特解；

特征根 对应的线性无关的特解

单实根

大重实根A(k>1)

单共轭复根λ12=a±ig

m重共轭复根λ1x=a±ig(m>1)

e
e,re,⋯,?-'e*
ecos?r,esinBr

e cosβr ,esinfr,re"cosβr,resingr,⋯,

x"-'ecosBr tx"-'e*" singx

由上表可求出方程(9.73)的n个线性无关的特解.然后做它们的线性

组合，即得(9.73)的通解.

例3 求y(+4y1+3y=0的通解.

解 特征方程为

λ?+4λ+3=0.

不难看出λ=-1是一个特征根，于是利用多项式除法可得

a1+4λ+3=(λ+1)(a1-λ2+λ+3)
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由此求得四个特征根

=(λ+1)2(a2-2λ+3).

λy,?=-1,λ?=l±√2i,

因而所求微分方程的通解为

y(x)=(C?+C?x)e-*+e2(C;cos√Zx+C?sin√2x),

其中C?,C?,C?,C、为任意常数.

2.若干特殊线性常系数非齐次方程的特解

考虑二阶方程

y"+py1+qy=f(x), (9.74)

其中 p,q为常数，f(x)≠0.

由上节的讨论知，非齐次方程的通解，由其对应的齐次方程的通解加上
非齐次方程的一个特解组成.前面我们已讨论过齐次方程的通解的求法，现

在只要能求出方程(9,74)的一个特解，便可得到(9.74)的通解.

与一阶线性非齐次方程类似，也可用常数变易法来求(9.74)的特解.但
一般来说，这比较麻烦，而当非齐次项f(x)属于下列几类函数时(这些也

是应用上最重要的几类函数),可以不必用常数变易法，而可用待定系数法

来求(9.74)的特解.下面我们来介绍待定系数法.

(1)f(x)=P(x),其中P,(x)是x的n次多项式，

P,(x)=αox"+a?r"*+⋯+a-I+an,an≠0.

设想方程(9.74)有下列形式的多项式解：

Q.(x)=bux*+b?x?-1+⋯+b?-x+b.,bo≠0,(9.75)

其中b。,b?,⋯,b。为待定常数.将(9.75)式代人方程(9.74)得

Q”(x)+pQ.(x)+qQn(x)=P(r). (9.76)

(i)当q≠0时，(9.76)式两端都是n次多项式，比较两端同次幂的系

数，可得(n+1)个联立方程，从而可定出(n+1)个常数bo,b?,⋯,b。的值，

将这些常数值代入(9.75)式，所得的多项式Q(x)就是方程(9.74)的解.

(ii)当q=0时，(9.76)式左端的多项式的次数不超过(n-1),而右端

是n次多项式.故这时Q,(x)不可能是方程(9,74)的解.在这种情况下可以

设想这时方程(9.74)有下列形式的解：

Q(x)=rQ.(x), (9.77)

其中Q(r)由(9.75)式表出.将Q(x)代人方程(9.74),整理得
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x(Q”+pQ)+2Q,+pQ=P,(x). (9.78)

① 当p≠0时，(9.78)式两端都是n次多项式，与上同理，可由此定出

(n+1)个常数b?,b?,⋯,b,将它们代入(9.77)式后，所得之Q(x)即为方程

(9.74)的解.

② 当p=0时，(9.78)式左端是(n-1)次多项式，因而函数Q(x)=

xQ(x)不可能是解.再考虑函数

R(x)=x2Q,(x), (9.79)

其中Q,(x)由(9.75)式表出.将R(x)代入方程(9.74)得

x2Q”+4xQ+2Q,=P,
上式两端都是n次多项式，由此可定出(n+1)个常数bo,b?,⋯,b..将它们

代人(9,79)式，所得之函数R(x)即为方程(9.74)的解.
将上述讨论进行归纳，并注意到：q=0且p≠0的充要条件是方程

(9.74)对应的齐次方程(9.70)的特征方程λ2+pà+q=0以“0”为单特征

根；q=p=0的充要条件是特征方程以“0”为重特征根；q≠0的充要条件是

特征方程的根不等于0.于是得以下结论：

若“0”不是齐次方程(9.70)的特征根，则方程(9.74)有一特解Q?(r);

若“0”是(9.70)的单特征根，则(9.74)有一特解-Q.(x);若“0”是(9.70)的重

特征根，则(9.74)有一特解x2Q.(x).其中Qn(x:)为n次多项式，系数待定.

例4 求方程

y”+y=x2+x
的通解，

解 该方程对应的齐次方程的特征方程为λ2+1=0,所以特征根为

λ?x=±i.齐次方程的通解为C;cosx+Czsinx.现在非齐次项是一个二次多

项式，且“0”不是特征根，故设方程有特解

Q?(x)=b?x2+b?x+b?, (9.80)

其中常数bw,b?,b?待定.代入原方程得

2b?+b?x2+b?x+b?=x2+x,

比较上式同次项系数得

由此解得bo=1,b?=1,b?=-2.代人(9.80)式得特解Q?(x)=x2+x-2.

因而通解为
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y(x)=C?cosx+C?sinx+x2+x-2.

(2)f(x)=ue,其中a,a是实的常数.

设想方程(9.74)有形如

y=Ae (9.81)

的特解，其中常数A待定.将(9.81)式代人方程(9.74),得

A(a2+pa+q)e?=ae*.

(i)当a2+pa+q≠0<即α不是方程(9.70)的特征根)时，由上式能唯

一确定A的值，记作A',从而A'eπ就是一个特解.

(ii)当α2+pa+q=0时，从上式看出e”不是特解.这时设方程(9.74)

有特解

y=Axex,
其中A待定，将上式代入(9.74),整理得

Ae[(a2+pa+q)x+2a+p]=ae?,

即

Ae(2α+p)=ae*.

①当2a+p≠0(即α不是方程(9.70)的重特征根)时，记上式确定的

A为A*,则A"xe就是方程(9.74)的一个特解.

②当2a+p=0时，设方程(9.74)有特解

y=Ax2e
代入(9.74)整理得

Ae*[(a2+pa+q)x2+(4a+2p)x+2]=ae*,

即

2Ae?=ae*.
记上式确定的A值为A',则A*x2e就是(9.74)的一个特解.综上所述，

可得如下结论；

当a不是方程(9.70)的特征根时，方程(9.74)有特解Ae;当α是单特

征根时，方程(9.74)有特解 Axe;当a是重特征根时，方程(9.74)有特解

Ax2e,其中A 为待定常数.

例5 求y"+9y=e?-的通解，

解 对应的齐次方程的特征根为士3i.“5”不是特征根，所以设方程有

特解

y=Ae5x

代入微分方程得
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A(25+9)e*=e?~.

A-4,故得特解y^=子.由此得 .于是微分方程的通解为

y(x)=C?cos3x+C?sin3x+e.
(3)f(x)=acosfx+bsinβx,其中a,b中可以有一个等于0,β≠0.

设想方程(9.74)有如下形式的特解：

y(x)=Acosβx +Bsinβx,
其中A,B待定.代人(9.74),整理得

(-Aβ2+Bpβ+Aq)cosBx+(-Bβ?-Apβ+Bu)sinβr

=acosβx +bsinBr,
由于函数组 cosBx,sinβr 线性无关，上式两端 cosβx 与 sinr 的系数应相

等，即有

(A+-P)B= (9.82)

其中A,B为未知数.由线性代数的理论知，方程组(9,82)有唯一解的充要

条件是其系数行列式

△=(q-β2)2+p2β2≠0.

(i)当q-p2与pp不同时为零(这等价于 βi不是方程(9.70)的特征

根)时△≠0,(9.82)有唯一解，记作A^,B*.这时方程(9.74)有特解

A'cosβr +B'sinβr

(ii)当q-p2与pβ同时为零(这等价于βi是方程(9,70)的特征根)时.

由方程组(9.82)无法确定A与B.这时，设方程(9.74)有下列形式的特解：

y(x)=x(Acosβr +Bsin&x),

其中常数 A,B待定.将上式代人(9.74)(注意q=g2,pρ=0)得

(Ap+2βB)cosβx+(Bp-2βA)sinfr=acosfr+bsinBr,

由此得

2
其系数行列式△=p2+4β2>0,所以此方程组有唯一解A*,B*,这时，

y(x)=x(A'cosβx+B'sinβx)

就是方程(9.74)的一个特解.

例6 求方程
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y"+2y1+2y=7cosx+sinx
的一个特解.

解 对应的齐次方程的特征根为1±i,i不是特征根，所以设一特解为

y(x)=Acosx+Bsinx,

代入方程得

(A+2B)cosx+(B-2A)sinx=7cosx +sinx;

比较系数得

{0-24-1.
解得A=1,B=3.故方程的一个特解为

y1=cosr+3sinx.

此外，对于f(x)=P,(x)e*(α=0时，即情况(1),P。(x)三常数时，即

情况(2)),或f(x)=P.(x)e*cosBx(当P,(x)=常数，α=0时，即情况

(3))的情况，也可做类似的讨论，并可得类似的结论.现将不同的非齐次项

f(x)所对应的特解的形式列表如下(其中Q(x),R,(x)为n次多项式，系

数待定)①:

f(x)的形式 条件 特解的形式

P.(x)

ae*2

acosBr+bsin?t

P,(x)e*

P(x)e(acsbr+bsinglr)
(β≠0)

“0”不是特征根

“q”是单特征根

“0”是重特征根

a 不是特征根

a 是单特征根

a是重特征根

±i仍不是特征根

±i? 是特征根

a不是特征根

a 是单特征根

a 是重特征根

a±ig 不是特征根
a士诏 是特征根

Q.(x)

zQ,(x)

x2Q.(x)

Ae*

Axe*
Ax

Acosfr+Bsingr
x(Acosgx+BsinBx)

Q.(z)e

xQ,(r)e?

x2Qn(x)e

e"[Q.(z)cosBx+R。(x)sinβr]
re2[Q,(r)cosβr+R,(x)ginβx]

例7 求微分方程

① 此表仅为读者查阅，其内容不必记忆，掌概这里待定系数法的基本原则就够了，
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y?+y1=3x2+2x
的一个特解.

解 对应的齐次方程的特征方程为λ2+λ=0,所以特征根为λ?=-1,

λ?=0,非齐次项是一个二次多项式，由于“0”是单特征根，故设方程有特解

y=x(b?x2+b?x+bz),

其中常数bo,b?,b?待定.代入原方程，有

(6b?x+2b?)+(3b?r2+2b?x+b?)=3x2+2x,

整理得

3bax2+(2b?+6bn)x+2b?+b?=3x?+2x.

比较等式两端同次项系数得到方程组

36o=3,

-2
解得b。=1,b?=-2,b?=4,故方程有特解

y*(x)=x(x2-2x+4).

例8 求微分方程

y"-6y1+9y=e3*
的一个特解.

解对应的齐次方程的特征方程为

22-6A+9=0

所以特征根是λ?=λ?=3.“3”是二重特征根，故设方程特解为

y=Ax2r

其中常数 A待定，代入原方程，有

Ae?(9x2+12x+2)-6Ae3(3r2+2r)+9Ax2e*=e-,

整理得

2A3x=e3

A=言.由此得 故方程的一个特解为

y'(x)==x2e”.
例9求微分方程

y”+y=xcos2x+sinx (9.83)

的一个特解.
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解 方程的非齐次项由两项组成，且余弦函数与正弦函数中的角度不

等，因而不属于表中所列的几种类型.根据本章§4中的定理6,这时可先分

别求出方程

y"+y=xcos2x (9.84)

与
y*+y=sinx (9.85)

的特解.再将所求得的两特解相加，即得方程(9.83)的特解.

由于2i不是方程(9.84)对应的齐次方程的特征根，而方程(9.84)的右

端是P?(x)(acos2x+hsin2r)的形式，故设(9.84)有特解

y(x)=(Ax+B)cos2x+(Cx+D)sin2x,

代人方程(9.84)得

(-3Ax-3B+4C)cos2x+(-3Cr-3D-4A)sin2x =xcos2x,

比较系数得

由此解得

A=-},B=C=0,D=5.
所以方程(9.84)有特解

yì(a)=-3xos2x+sin2x.
对于方程(9.85),其右端是acosx+bsinx 的形式，且±i正好是其齐次

方程的特征根，所以设(9.85)有特解

y(r)=x(Mcosx+Nsinr),

代入(9.85)得

2N cosx -2Msinx =sinx.

由此推出N=0,M=-2.因而(9.85)有特解

y:(z)=~÷xcosx
以上两特解之和为方程(9.83)之特解，故方程(9.83)有特解
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y`(x)-y,(z)+y:(x)=-5xcos2x+ sin2x-zcosx,
上述待定系数法，对于高阶线性常系数非齐次方程也适用.

例10 求方程

y?-4y*+10y"-12y1+5y=esin2x

的一个特解.

解 其对应的齐次方程的特征方程为

λ?-4λ?+10A2-12A+5=(A2-2λ+5)(λ2-2x+1)=0.

这里α±iβ=1±2i是其特征根，所以特解的形式为

y?(x)=xe1(Acos2x+Bsin2x).

代入原方程可定出A,B.请读者自己完成.

例11 在图 9.5所示的 RLC 串联电路中，

设有交流电源 qsinut.求电容器上的电压uc的

变化规律，(设R<√2L/C)

K R

c=
解 设ug,u?,uc分别表示电阻、电感、电

容器上的电压，则有 L

wa=RC4,M=LC 图 9.5

于是根据回路电压定律，有

Lc +Rc H+ux-qsit (9.86)

为简便起见，令

8-盘、an=√云，q?=c,u=μc,
则方程(9.86)可写成

dr+20+oou=q;sint. (9,87)

这是一个二阶常系数线性非齐次方程，其对应的齐次方程的特征方程为

A2+283+@3=0.

特征根为λ.?=-8±√δ1-wf=-&±i√mδ—d2(当R<√2L/C时S2<
u6).所以方程(9.86)对应的齐次方程的通解为

e“(C?cos√ui-82t+C?sin√Wi-82t).
又当δ≠0时±ui不是特征根，所以设方程(9.87)有特解
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u?(t)=Acosut +Bsinwt.

代入方程(9,87),可求出

A=-5)+B--) (9.88)
于是方程(9.87)的通解为

u(t)=e*(C?cos√w6-A2t+C?sin√ué-A2 t)

+√A2+B2sin(wt—qa); (9.89)

tanpe=||-1m2-T其中A,B由(9.88)式确定，1 当t→+心时，

(9.89)式中的前两项趋于0,称为暂态量.暂态量只在刚开始的短暂时间内

有意义，稍后即可忽略不计，(9.89)式中的第三项当：→+??不趋于零，它

是一个周期振动，称为稳态量，其频率与电源的频率相同，其振幅为

H(o)-/A'+B=Jm-0个+
由利用导数求极值的方法可看出，当电源的频率w=√w3-282时，振

幅H(u)达到最大值

H⋯
这时就出现所谓共振现象.

习题9.5

1.求下列微分方程的通解：

(1)y*-3y1+2y=0 (2)4y”+5y'+y=0i

(3)y"+6y1+9y=0 (4)y°+4y1+5y=0;

(5)y°-y'+2y=0; (6)y*+2y"-y1=0.
2.求下列初值问题的解：

-1-1(1) (2)

3. 用待定系数法求下列方程的特解：

(1)y"-3y'+5y=6 (2)y"+3y'=6e*

(3)y?-9y1+20y=x+1; (4)y”+y=4sinr

(5)y”-3y1+2y=rc0sx (6)y"-9y=e3cosr

(7)y"-y=2e'-x2; (8)y*+y1=sin4x-2sin2x,

4.对下列各方程，写出其待定系数的特解形式：
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(1)y”+y=x2+xi (2)y?+y'=x-2;

(3)y"+y=e"(x-2); (4)y”-y=c(x2-1);

(5)y"+3y?+3y1+y=e-*(x-5);

(6)y"-2y1+2y=c1+xcosx.

5.对图9.6所示的RLC申联电路，当开关K合上时，试列出电容器的电压所满足
的初值问题.

6.在图9.7所示的RLC串联电路中，当电容器充电至电压为E时，将开关从“1”拨

至“2”,试列出电容器的电压所满足的初值问题.
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§6 用常数变易法求解二阶线性非齐次方程

与欧拉方程的解法

1.常数变易法

由本章§5的讨论知，对于二阶常系数线性非齐次方程，当其非齐次项

属于§5中所述的几种类型时，可用待定系数法求特解.当非齐次项不属于

上述几类函数，或二阶线性方程的系数不是常数时，有时可用常数变易法来

求非齐次方程的特解.常数变易法的基本想法如下.

首先，设已求出对应的二阶线性齐次方程

y”+p(x)y'+q(x)y=0 (9.90)

的两个线性无关的特解φ?(x)与φz(x).于是，方程(9.90)的通解为

C?φ?(x)+Cxgz(z).其次，将通解中的两个任意常数C,与C?,分别换成

两个待定函数C(x)与C?(x)(这即“常数变易”名称的来由),并设函数

y(x)=C?(x)gi(z)+C?(x)g?(x) (9,91)

是非齐次方程

y"+p(x)y1+q(x)y=f(x) (9.92)

的解.将(9.91)式代人(9.92)式后就得到关于C,(x)与C?(x)的方程，再设
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法定出它们.

为了确定函数C(x)与C?(x),对(9.91)式求导得

y′=C(x)q((x)+C?(x)q?(z)+C((x)q?(x)+C2(x)qz(x).
为避免在y”中出现待定函数C,(x)与C?(x)的二阶导数，我们令

C(x)g?(x)+C!(x)qz(x)=0, (9.93)

这样便右

y1(z)=C?(x)φ|(x)+C?(x)q?(x). (9.94)

再对它求导，得

y”=C?(x)φ”(x)+C?(x)φ"(x)+C’(x)q{(x)+C’(x)q;(x).

(9.95)

将(9,91),(9,94),(9.95)式代入微分方程(9.92),化简(注意φ?(x)与

φg(x)是齐次方程(9.90)的解)后得

c{(x)φ((x)+C(x)q?(x)=f(r), (9.96)

联合(9,93)式与(9.96)式，即得到以C?(x),C?(x)为未知函数的方程组

C(x)φ?(x)+C?(x)qz(x)=0,

{c'(x)qí(x)+C(x)q?(x)=f(r),
(9.97)

其系数行列式正好是φ?(x)与φ?(x)的朗斯基行列式W(x)≠0(因为φ?(x)与

φ?(x)线性无关).因而从方程组(9.97)能确定唯一的函数组C;(x),C?(x),积分

便得C(x)与C?(x).将它们代入(9.91)式，便得非齐次方程的解，

例1求微分方程

y2-2y′+y- (9.98)

的通解。

解 对应的齐次方程的特征根为λ?.?=1,所以其通解为

Cie+C?re.

现设

y(x)=C?(x)e2+C?(x)xc2 (9,99)

为非齐次方程(9.98)的解.由

(x)e+C(r)re=0,

cion+ciou+sc-号
可确定C{(x)=-1,C;(x)-号，,积分得
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C?(x)=-x+C?,C?(x)=1n.|x|+C?.

代入(9.99)式，便得非齐次方程(9.98)的通解

y(x)=(-x+C)e2+(ln|x|+C?)xe2
=C?e2+C?re?-re?+xe*ln|x|.

例2 求微分方程

y"+y=cot x
的通解，

解 对应的齐次方程的特征根为λ?=i,λ?=-i.所以其通解为

y=C?cosx+C?sinx.

设非齐次方程y”+y=cotx 的解为

y(x)=C(x)cosx+C?(x)sinx.

由
C;(x)cosx+C(x)sinx =0,
{-c{(x)sinx+C?(x)eosx =cotx,

可确定

c;(x)=-csx、C!(x)=coia ·cosx =sn-sinx.
积分后得到

C?(x)=-sinx+C?,C?(x)=-ln|cscx +cotx|+cosx+C?.

于是得到非齐次方程的通解

y=(-sinx+C)cosx+(-In|cscx+cotx|+cosx+C?)sinz

=Ccosx+C?sinx—sinxln|cscx +cotx|.

2,欧拉方程

我们把下列形式的方程称作欧拉方程：

aax*y?⋯+α?x1-1y(n-1+⋯+anAxy1+any=0,(9.100)

其中a;(i=0,1,2,⋯,n)为常数.

欧拉方程不是常系数的线性方程，但做适当的自变量替换后，方程可化
为常系数方程，比如，当x>0时令x=e',而当x<0时令x=-e'.不妨只

讨论x>0的情况.事实上，由x=e得t=lnx,于是

=#·-#=
42=盖()·出-量()·e-(-)
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用归纳法可证

a2=(c#+caa+⋯+c,)
(k=1,2,⋯,n),

其中C,(i=1,2,⋯,k)为常数.将以上各式代入方程(9.100),并注意

e-*·x?=1(k=1,2,⋯,n),方程(9.100)即化为常系数线性方程

60+bd+⋯+b+by=0,
其中ba,h?,⋯,b,为确定的常数.

例3 求a2y°+2xy′-y=0的通解.

d-&a-(-#)”解 令x=e,则； ,代入原方程，化简得

+2·出-y=0.
易得上述微分方程的通解为

y(t)=C?e-*+Ce
将t=lnx 代入上式，得原方程的通解为

y(x)=C?x-2+Cox

习题 9.6

用常数变易法求下列方程的通解：

1.y°+3y'+2y==+
2.y2+y-
3.y"+4y=2tanx
4.y*+y=2sec1x.
求下列欧抗方程的通解：

5.x2y"-4xy'+6y=0.
6.x2y"-xy1-3y=0,
7.x1v”+xy-y=0,
8.x2y"+xy'+4y=10.

§7 常系数线性微分方程组

前面讨论了只含一个未知函数的微分方程.在有些问题中，未知函数往
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往不止一个，联系未知函数的方程也不止一个.这就出现了微分方程组.本

节讨论一阶常系数线性方程组，其一般形式为

Fauy,+f(x)=41

⋯+azy+f?(x),92 十

(9.101⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯
myn+f.(x),平 -

其中yi·⋯,y。为未知函数，aj为常数(i,j=1,2,⋯,n),f;(x)(i=1,2,

⋯,n)为区间(a,b)上的连续函数.当f(x)=0(x∈(a,b),i=1,2,⋯.n)

时，称方程组(9.101)为线性齐次方程组，否则称为非齐次方程组.

显然，方程组(9.101)的解应是一个函数组.若函数组

y?=φ?(x),⋯,yn=pm(x) (9,102)

在区间(a,b)上可微，且代人(9.101)后使方程组(9.101)中的每一个方程都

成为一个恒等式，则称函数组(9.102)是方程组(9.101)的一组特解.

定义1函数组

yi=pj(x;C.⋯,C).

y?=φz(x;C?,⋯,Cm),
(9.103)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

y=pm(x;C?,⋯,C)

中的任意常数 C?,C?,⋯,C。称为独立的，若雅可比行列式

c÷≠0.
定义2 带有n个独立的任意常数C⋯,C。的函数组(9.103),若在

(a,b)上可锁且满足方程组(9.101),则称之为方程组(9.101)的通解.

为方便起见，有时我们用向量函数表示微分方程组的解.若y?(x),⋯,

y(z)是微分方程组(9,101)的一组解，则称向量函数

y(x)=(y?(x),⋯,y(x))

是方程组(9,101)的一个解.

与线性微分方程式类似，有下列结论：

设φ*(x)是非齐次方程组(9.101)的一个特解，又

C?φ?(x)+⋯+C,(x)

是(9.101)对应的齐次方程组的通解，则

y(r)=C?φ?(x)+⋯+Crφn(r)+g*(x)

是非齐次方程组(9.101)的通解.
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又有下列解的存在和唯一性定理.

定理 设线性微分方程组(9.101)中的函数f,(x)(i=1,2,⋯,n)在区

间(a,b)上连续，又设xo∈(a,b),则对任意给定的初值

y?(xq)=yǐ,yz(xn)=y2,⋯,y.(xo)=y!, (9.104)

方程组(9.101)在区间(a,b)上存在唯一的一组解

y?=y?(x),y?=y?(x),⋯,y,=y,(x),

满足初值条件(9.104).

求解常系数线性微分方程组的最初等的方法是消元法.也就是用微分

法消去若干个未知函数，而只保留一个未知函数，并得到一个关于被保留的
未知函数的高阶常系数微分方程式.由此先求出这个被保留的未知函数，再

根据消去过程中的关系式，求出其余的未知函数.对于宋知函数的个数较少

的方程组，用消元法是比较简便的.

例1求解二阶线性方程组

①

②

dd解 我们打算保留x,而消去y,这就要设法将y用x或 表示.

由①得

y-墨-x. (9.105)

将上式代入②又得

a(-z)-3(-x)-2x.
经整理就得到一个二阶方程：

-4#+5x=0.
由此解出

x(t)=e?(C?cost+C?sint).

代入(9.105)式，化简得

y(t)=e2[(Ci+C?)cost+(C?-Ci)sint].

于是得原方程组的通解为
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x(t)=e2(Cjcost+Czsint),

{y(t)=e*[(C?+C?)cost+(C:-C?)sint],
其中C,C?为任意常数，

以上方法对非齐次方程组也适用.

对于有三个未知函数的一阶线性方程组，用消元法要略复杂些.设有方

程组

λ=α)x+a?y+ayz+f?(t),

=bx+b?y+b?z+f?(t),
E=c?x+c?y+c?z+f?(t),

③
④

⑤

这里立表示x对!求导.若要保留π,就要消去y,z.为此，对③求导，再利

用③,④,⑤各式，得

2=a|i+a?y+ax≥+f|(t)

=a?(a?x+azy+a?≈+f(t))

+az(b?x+b?y+b?×+f?(t))

+as<c?x+czy+cax+f?(t))+f/(t)

=A?x+A?y+A?z+F?(t), ⑥

其中A,,A?,A;是确定的常数，F(t)是确定的函数.再对⑥式求导，经合

并整理后得到下列形式的方程：

Z=B?x+B?y+Baz+F?(t). ⑦
下面说明，③,⑥,⑦三式联立，便可消去y,z,得出关于x的三阶或二阶方

程式.分下列两种情况讨论：

|a,A.|o(1)

由线性代数的方程知，将方程③,⑥联立，便可解出

y=y(x,2,Z,t),z=z(x,x,i,t). (9,106)

再将它们代人⑦式，便得关于x的三阶线性方程.由此先求出x(t),再由

(9.106)式便可求出y(t)与z(r).

|4:A.|=0.(2)

这时(az·a?)与(A?,A?)成比例，于是由③,⑥可消去azy+asz 而得

到关于x的二阶线性方程式，由此解出x=φ(t,Ci,C?).将所求得的x=

φ(t.C?,C?)代入④,⑤,便得到以y,x为两个未知函数的二阶方程组.再用
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例1的方法就可求出y(t),x(t).

例2求解方程组

解将⑧式求导得

x=x+j+*=-5x-3y-3x.

由⑧式与⑩式消去y+z得

⑧

⑩

?

由此解出x的通解：

2+3之+2x=0,

x(t)=C?e-+Cae-*.

为了求得关于y的方程，由⑧式与⑨式消去z得

(9.107)

x+y=3x+2y
这样由(9.107)式便有

j-2y=3x-x=4C,e-+5Cze-*,

yu)=-3C?e-GC?c”+Ce.由此解出 (9.108)

再由③式得

z=i-x-y=-2C?e?~+Cee-C?e2, (9.109)

函数组(9.107),(9.108),(9,109)便是原方程组的通解.

对于未知函数多于三个的方程组，用消元法较麻烦.这时一般需用矩阵

法求解.由于缺少矩阵知识，此处无法介绍矩阵法.

习题 9.7

1.用消元法求解下列微分方程组：

(2)
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-2x-5y-aihgn.
(3) (4)

*=√Ey.
2.求下列非齐次方程组的一个特解.

{3- {3-34(2)(1)

{;-;-2m {-(4)(3)

第九章总练习题

1.设有一弹簧，上端固定而下端挂一振子，振子质量为m,弹簧的弹性系数为k.现

取垂直向下的直线为Or轴，而振子之平衡点取成原点，如图9.8所示.我们在开始时将
振子拉到xn处，然后自由松开(即振子初速为零),让振予振动，试求出振子运动规律

x=x(t)(忽略振子运动中的阻力),

00000000000
0

x0

图 9.8

θ

图 9.9

p

mg

2.设有一单摆，摆长为1.摆锤质量为m,我们用单摆与平衡位置之夹角θ来描述单

摆之位置，如图 9.9 所示.试证单摆在运动中满足下列方程：

g(t)=-≌sin9(t),

当堰动角度不火时，sin6≈9,这时方程近似为&(4)=—号9(4),试求出此方程之道解。
3.假定降落伞在降落过程中所受的阻力与其下降速度成正比，比例系数为k.试证
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明一个质量为m的跳伞运动员在空中运动的速度函数v(t)满足下列方程：

+v-g,
并求出此方程之通解及limv(e),

4.设p=p(t)是时刻t时某一种群生物的数量.根据许多统计资料表明可以认为
p=p(t)满足下列微分方程：

-(a-bp)?,
其中a与b为正的常数.这一模型也适合于一个国家或地区的人口.设t=!。时p的值

为po,试求p=p(t)的表达式.

p<易时出pn< p>.证明：当 是递增的，而当

时! 是递减的，

5.在上述人口问题中，假设

出
6.设有二阶线性齐次方程

y?+p(x)y1+q(x)y=0,

其中p(x)及q(x)在(a;b)中连续.试证明存在一个函数u(x)使得在变换y=u(x)x

之下，上述方程化成x"+Q(x)e=0的形式.

7.假定火箭离地面时初速为vs,垂直上升并忽略火箭在运行中所受的阻力及其他

星球之引力，即假设火箭唯一受力是地球之引力.在这样的假定下，试证明火箭离地面

的高度h=h(t)满足下列微分方程：”
其中g为地而重力加速度，R为地球之半径.由此证明火筋的速度v(t)满足

-M~
假定火箭在发射后不再返回，也即limh(t)=o,试问 vu至少是多少?

8.设f(x)在[0,+~]上连续.又设y=q(x)在[0,+o]上可微且满足
y1+f(x)y≤0(x≥0),

求证y=φ(x)满足下列不等式：

φ(x)≤p(o)effmn(x≥0).

提示：证明函数 F(x)-c!n~g(x)在[o,+~~]上单调递减。
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无穷级数的概念与理论是分析学中一个重要组成部分，有重要的意义.

本章先讨论数值项无穷级数，然后讨论函数项级数.

为讨论无穷级数，我们在本章的§1中要讲述柯西收敛原理.

§1柯西收敛原理与数项级数的概念

1.柯西收敛原理

设{aw}是一个序列.回顾序列极限的定义，我们说序列{a?)当n→～时

以A为极限，如果对于任给的ε>0,都存在N使得当n≥N时，laa-Al

<e.根据这个定义我们可以判定序列{a。)是否以某个常数A为其极限.

然而，我们的问题如果不是问“序列{am}是否以A为极限”,而是问“序

列{aa}是否有极限”,那么我们就不能从上述极限的定义中找出答案.

一个序列(an}何时有极限呢?迄今为止，我们只知道下述的结论：若

{a?}是一个单调有界序列，则必有极限.除此之外，我们不知道任何更为一

般的结论.

下列柯西收敛原理给出了一个序列有极限的充要条件.

定理1(柯西收敏原理)设(an}是一个序列，则{an}有极限的充要条

件是：对于任意给定的e>0,都存在N,使得

|a-am|<ε,只要n≥N,m≥N.

证 我们这里只证明上述条件的必要性，而略去其充分性的证明，因为

后者要用到实数完备性的讨论.

我们假定当n→～时{an}有极限A,对于任意给定的e>0,都存在一个

N,使得

|a-A |<ε/2,只要n≥N.

那么,对于任意的m及π,当m≥N,n≥N时便有|am-A|<e/2,|am~Al

<e/2,从而有

|am-a,|=|(am-A)-(an-A)|
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≤|aw-A |+law-A |<e.

因此，我们证明了条件的必要性. 证毕.

柯西收敛原理(有时也称柯西准则)的重要意义在于，在无须知道极限

是什么的条件下，只须依据序列本身的性态就可判断它是否有极限.在讨论

级数中我们会看到它的重要性.

满足定理1中条件的序列称为柯西序列.这时，定理1可以表述为：一

个序列有极限的充要条件是它是一个柯西序列.

一个序列有极限，又称该序列收敛.因此，定理1也称为柯西收敛原理.

以上是讨论序列极限的情况.对于函数极限的情况，同样有柯西收敛原

理.我们这里只叙述其结论，而不给出证明.有兴趣的读者完全可以仿照前
面的步骤自行证明

定理2设y=f(x)在a的一个空心邻域内有定义，则y=f(x)当

x→a时有极展的充要条件是：对于任意给定的ε>0,存在一个δ>0,使得

|f(x?)-f(x?)|<ε,

只要x?与x?满足下列条件：

0<lx?-a|<δ,0<|x?-al<δ.

2.数项级数及其敏散性的概念

一个形如

ax+ax+⋯+a.+⋯=Ea.
的式子称为一个无穷级数.比如通常的几何级数

Z=1+q+q2+⋯+g?+⋯
2这也就是说，把一个序列{a?}的项形式地加起来就形成了一个级数

里我 们没有考虑这个和式的意义，只是说它代表一个级数.这里的一般项

a,称作级数的通项.

简言之，一个级数就是无穷多个数的和式.通常我们遇到的和式都是有

穷个数的和，这时，可以毫无困难地谈论和的值.但是对于一个级数，问题就

变得复杂多了.为了讨论这个问题，我们引入级数收敏的概念，

烹.定义 对于给定的级数 ,我们把级数的前n项之和
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s.-点a.
称为级数的部分和.当n→0时，若部分和序列{S,}有极限S,则称级数

3a收敛，且称 S为这个级数的和，记作
s=a

如果一个级数的部分和序列《S。}没有极限，则称级数是发散的.
发散级数无值可言，只有收敛级数，我们才把它的部分和的极限视作级

数的值.

例1讨论等比级数

(a≠0为常数)
的收敛性。

解 当q=1时，S=na→?→的),级数发散；当q=-1时，S?=

S?=⋯=S?+1=a,S?=S?=⋯=Sz=0,故{S。}无极限，也即级数发散；

当|g|≠1时，

8-4-=2-二1
综上所述，当|ql≥1时级数发散，当|q|<1时级数收敛.

通常我们遇到的无穷位小数实际上就是一个级数.事实上，给定一个无

穷位小数：

0.a?axa**

其中a。是在0,1,2,⋯,9中取值的一个整数，这个无穷位小数实际上就是

下列级数的和：

i6+0+⋯++⋯=
特别地，当这小数中的每位a都取同一值a时，相应级数为几何级数.由例

1我们有

0aa⋯a⋯=20-0()

-点
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这样，我们就证明了大家在中学里早已熟知的事实：

0.33⋯3⋯=,0.99⋯9⋯-1.
例2判断级数

a+D+(÷+})+(2+3)+⋯+(=+s=)+⋯
是否收敛.若收敛，求其和.

(+g2)解 这个序列的通项为 ,其部分和为

s.=(1+2+⋯+z=)+1+}+⋯+)

学号
72 72显然，当 n→~时，S,的极限为- 所以该级数收敛，其和为

部分和在研究级数时是一个重要角色.给定级数之后，其部分和序列就

由级数唯一决定.反过来，若部分和序列{S.)为已知，则相应的级数也是唯

一确定的.事实上，因为

s.=烹a, (n=1,2,⋯),
故a?=S?-S-?(我们约定S=0),

在了解了部分和与通项之间的这种联系后，由级数收敛的定义立即推

出下面的定理.

2a.定理3设 为给定的一个无穷级数，则该级数收效的必要条件

是其通项趋于零，也即

ar→0(当k→心).

证 设s.-烹是它的部分和，级数收敛意味着 S。有极限，设极限
为S.那么,由S.→S(n→o)推出S⋯→S(n→co),从而有

an=S-Sn-?→0 (n →o).

证毕.

定理3告诉我们一个级数收敛的必要条件是其通项趋于零，因此，当我
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们考察一个级数的收敛性时，首先要考察其通项是否趋于零.若其通项不趋

于零，我们立即可以断言该级数发散.

但是，由通项趋于零并不能断言该级数收敛.因为通项趋于零仅仅是级

数收敛之必要条件，而不是充分条件.

m(t+)例3 判断级数 是否收敛.

解 这个级数的部分和为

s.=m1+)-m=(k+1-lk)
=(ln2-1nl)+(ln3-|n2)+⋯+[ln(n+l)-ln]

=1n(n+1),

≥m(+)当 π→～时，S.→+,可见 发散.

≥m(+)的通项a,-m(+{);级数 趋于零，但是这个级数是发

散的.

级数的收敛性是由其部分和所形成的序列是否收敏来定义的，因此，柯

西收敛原理为级数的收敛性的判定提供了充要条件.

2a定理 4级数 收敛的必要条件是：对于任意给定的ε>0,存在

一个 N,使得

.a|<e 只要n≥N,p≥1.
粗略地说，这个定理告诉我们一个级数收敛的充要条件是，在级数中任

意取出一段和aw+1+⋯+ag?g,无论项数p有多大，只要n充分大，这段和

的绝对值就足够小.

烹证 根据定义，级数 收敛即部分和序列

s.=
有极限.由柯西收敛原理又知道，S。有极限之充要条件为：对于任意给定的

g>0,存在一个N,使得

|S-S?l<e,只要n≥N,m≥N.

这个条件又可以改写为
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|S+p-S?|<ε,只要n≥N,p≥1.

而

s-,-s.-
这样就得到了定理中的条件.证毕.

柯西收敛原理指出，收敛级数的充分靠后的任意一段之和，其绝对值可

以任意小.

据此，我们来考察调和级数

S=1+2+÷+⋯
之收敏性，

这个级数的通项趋于零，满足收敛的必要条件，因而不能立即断定它收

敏或发散，根据柯西收敛原理，我们应该考虑形如

-,++⋯++
的和当 n→0时是否趋于零，显然，不论n多大，只要取p足够大(即取项数

足够多),上述形式的和就不趋于零.比如，任意取定n后，取p=n,那么

-+i+⋯+>=
这就表明调和级数是发散的.

虽然调和级数是发散的，但是，级数 却是收敛的.事实上，

2|-m++m+2x+⋯+m+

<m+D+c+a+2+⋯+n+e-bca+p
-(-,+)+(+-+2)+⋯
+(z+)-1-m+)
=÷-+<÷

故对于任意给定的e>0,取N=[1/ε]+1,则当n≥N 时，对一切自然数 p

都有
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<{<e.
这就证明了这个级数的收敛性.

2以上我们看到调和级数 是发散的，而级数 是收敛的.从直

观上，对此应如何解释呢?可以这样理解：两者之通项虽然都趋于零，但前

者通项趋于零的速度较慢，从而导致部分和不收敛；而后者通项趋于零的速

度较快，保证了其部分和收敛.一般来说，通项趋于零的速度达到一定程度，

就能够保证级数的收敛性.

3.收敏级数的性质

我们知道，级数的收敛性是由其部分和序列的收敛性定义的，而收敛级

数的值也是由部分和序列的极限值定义的.因此，由序列极限的有关定理立

即推出下面的两条性质：

2与2(1)若 都是收敛的，并分别收敛于S,及S?,则级数

≥(a.±h.)
也收敛，并收敛于S?±Sz.

2e(2)若级数 收敛于$,则对任意常数c,级数 也收敛，并收

敏于cS.

严格证明请读者自己完成.

我们知道，对一个序列{un}的前面若干项做更动并不影响序列的收敛

性.级数也有类似的性质.

2m与(3)设有两级数 若存在一个N,使得

a?=b?,当k≥N,

则这两个级数同时收敛或同时发散，

这一点从柯西收敛原理看得十分清楚.事实上，当n≥N 时我们总有

-,Vp≥1.
因此，这两个级数同时满足或同时不满足关于级数收敛的柯西条件.也就是

说，它们要么同时收敛，要么同时发散.
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这条性质告诉我们，级数的收敏性与其前面的有限项的值的改变无关。

所以，在级数前面添加上有限项或删除掉有限项，所成的新级数与原级数

同时收敛或发散.

(4)将收敛级数的项任意加括号后所成的新级数，仍然收敛到原级数

的和(此性质称为无穷和的结合律).

2.证 设级数 ,收敛于和$,其部分和序列为{S?},将其项任意加括

号后所成的级数为

(u(+⋯+u;)+(un+⋯+w;g)+⋯

+(4+⋯+v.)+⋯= (10.1)

其中v=xig-+1+⋯+x;?,并规定i。=0.设级数(10.1)的部分和序列为
{d}.不难看出有关系式：

0=S

即{on}是{S,}的一个子序列.因而若原级数收敛于S时，也即S,→S(n→

m),就有dn→S(n→≈).证毕.

显然，若对一个级数中的项添加括号后收敛，该级数本身未必收敛，一

2(-1.个最明显的例子是 .它是发散的，但适当添加括号后可以变成收

敛的.

例4 判别下列级数是否收敏?若收敏，求其和.

2+-2, ≥(am-2)(3n+T·(1) (2)

u,=3+5×(-2)解 (1)级数的通项 可以写成

u.=3×(4)*+s×{-3)·
点(m(2) 都是公比q满足：|q[<1的等比级数，因此它们都
收敏.利用收敛级数的性质和例1的结果，

3+5X(-2=3≥(3)'+s(-)
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a,-3n-2)sn+ni(2)级数的通项 可以写成

a.-}(3-z-3n+i),
则部分和为

s.-÷x--x+)-}(x--+)

-}(-4)+(}-})+⋯+(-2-m+)
=}(1-3m+)

当n→~时，S,→ s1,所以该级数收敛，其和为-

历史暗往记

人们很早就使用了无穷级数来表示某个函数，尤其是微分方程的解.在

17世纪至18世纪，无穷级数与微积分、变分法等构成了分析学的主要内容.

在柯西之前，人们毫无顾忌地使用无穷求和的符号，并把它同有限和一样对

待.柯西在1821年发表的《分析教程》中不仅为微积分学奠定了基础，澄清

了无穷小量的概念，而且第一次提出级数收敛的概念，据说柯西关于级数收

敛性的研究成果在巴黎科学院宣读之后，使科学界大为震动.当时，年事已

高的拉普拉斯听完后赶回家中检查他那早已出版的五大卷《天体力学》中的

级数，检查后庆幸自己使用的级数都是收敛的，

习题10,1

1.利用柯西收敛原理证明t

a+n(1)级数 收敛； (2)级数， 发散；

2m52%.(3)设两个级数 都收敛，且存在正整数N,使当n≥N时有aa≤u.
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≤h.,则级数 也收敛

a u,±6.)是否收放?2.已知级数 收敛，又知级数 发散，问级数，

3.判断下列级数是否收敛：

之(m+T-\m)· ≥an-an+D(1) (2)

Sm-4(m+D: 2c(3) (4)

2z ,(5) (6)

(?)ymr, (8)

4.设级数 的部分和序列为{S。}.若n+??{Sμ}与{Sai}都收敏且收敛

到同一个常数 A,证明级数 收敛.

5.设级数， 收敛，且u≥u+≥0(n=1,2⋯),证明：

lim nun =0.
(提示：利用本节定理4,先证nuzn→0,因而2nuza→0,再证(2n+l)xa+i→0.)

§2正项级数的收敛判别法

从现在开始，我们将介绍一些级数收敛的判别法.首先介绍正项级数判

别法，这不仅因为正项级数是实用中常见的一类级数，而且因为有很多任意

项级数的收敛性问题，也可利用正项级数的收敛性来进行讨论.

顾名思义，正项级数就是每一项都不小于零的级数，即当u≥0(n=1,

2,⋯)时， 就称为正项级数.

正项级数有一个重要特点，即由于u。≥0,其部分和序列{S,}是单调递

增的.另一方面，当单调递增序列(S。}有上界时，它就必有极限；反之，当

{S.}有极限时，它也必有上界，因此下列命题成立.

命题1正项级数 收效的充要条件是其部分和序列(S,}有上

界.
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根据这一命题，我们可给出有关正项级数的比较判别法.

与定理1(比较判别法)设两正项级数 的一般项满足

u≤v?(n=1,2,⋯),则

(1)由级数 收敛可断定级数 也收敛；

之(2)由 发散可断定 也发散.

亮4.与怎⋯证 (1)设 的部分和序列分别为{S。}与{T,}.由假设

条件，有

0≤S≤T,,n=1,2,⋯.

设 收敏，由命题1知，{T,}有上界，即存在常数M,使

T≤M,n=l,2,⋯.

由上述不等式即得

S,≤M,n=1,2,⋯,

即(S?}也有上界.再次用命题1,即得级数 收敛.这就证明了定理中的

结论(1).

(2)用反证法.设 收敏，则由(1)的结论推得 也收敛，与(2)

的假定矛盾.证毕.

注意到删去级数开头的有限项不影响级数的收敛性，即得如下推论.

推论 若存在常数 N(≥1)及c(>0),使

0≤ua≤cvn,只要n≥N,

20.收做时，点 惑m.文时，烹则当 也收敛；当 也发散.

比较判别法及其推论为我们提供了一个具体的判别正项级数收敛或发

散的途径，那就是用一个已知收敏(或发散)的级数与一个要讨论的级数进

行比较，从中得出结论.

例1讨论 p 级数

2(>0)
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的敛散性.

2解 当 p≤1时、三、又已知调和级数 发散，故当p≤1时级

数发散.

当p>1时，考虑顺序将级数的一项，两项、四项、八项，⋯,依下列方式

括在一起，组成的一个新的级数

1+(2+f)+(+⋯)

++⋯+)+⋯=2
其中

v.=+r+ly++n=0,1,2,⋯
,则有不难看出 v.含 2*项，将其每一项都放大为

v,≤x+2+⋯+=2=2=
S,=() 2÷<1而级数 是公比为； 的等比级数，因而收敛.于是

w由定理1,级数 也收敛.

令T.=点., 2m,即T。为级数， 的部分和.由 的收敛性可以推

出T,有上界，也即存在M>0使得

Tn≤M,Vn=1,2,⋯.

令s.-高，,即 S。为级数 的部分和，根据v。的构造，不难看出，对

于任意的正整数k,我们有

s?=1++⋯+
≤1+2+⋯+m-1F=T.,

其中n为自然数，满足2"+)-1≥k.于是，S.有上界：

S≤M,Ve=1,2,⋯.
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这样，我们证明了当p>1时， 收敛.,总之，关于p级数 我们证明了下述结论：当p≤1时级数发散，

而p>1时级数收敛.这一结论是今后经常要用到的基本事实，如由此立即

方 易方高方可知级数 等发散，而级数， 等收敛.

点发及点例2讨论级数 的收敛性.

解当n≥3时Inn>1,因而我们有

历>方，n=3,4.⋯.
万然而 是发散的，故 也是发散的.

由于： 趋于零的速度大体上相当于： 趋于零的速度，我们有理

由猜想级数

1

其件与
有相同的收敛性.而后一个级数是收敛的，因而前一个级数很可能是收敛

的，现在，我们用比较判别法来证实这个猜想是正确的.事实上，容易看出对

任意自然数n,

黑：
由级数 的收敛性及比较判别法，立即推出级数 收敏，

利用比较判别法，能判别相当一类级数的敛散性，但有时用起来还不大

方便，这是因为我们必须对所讨论的级数的通项与一个已知敛散性级数的

通项建立不等式关系(见例2).然而，这一点并非总是轻而易举的.为此我们

给出比较判别法的极限形式，以便于应用，

2m,与2⋯.且有定理2设有两个正项级数
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limk=h,
其中h为有穷数或+co.则有下述结论：

m(1)当0≤h<+0时，若 .收敛，则 收敏；

(2)当0<h≤+0时，若 发散，则 发散，

特别地，当0<h<十0时，两个无努级数同时收敏或同时发散.

证(1)当0≤h<+o时，存在一个自然数N,使得当n>N时，

“<h+1,
也即un<(h+1)v。.从而，由 的收敛性可推出 的收敛性.

(2)当0<h≤+0时，这时我们有

Hm=方

这里我们约定h=+～时片=0. n,0.<(+1)x..这样，对充分大的 ,这就

证明了结论(2).证毕.

例3讨论下列级数的敛散性：

2m+1k+ 5m+1+2(n+3·(1) (2)

解(1)因为

m+lk+2/÷-4
3m+1?而级数 发散，所以级数 也发散.

cm+D2+2<n+3/3→2,f(2)因为 所以级数收敛.

例4 讨论下列级数的敛散性：

≥sin÷(p>0); (2)2 (3)(1)

解(1)因为当n→≈时，sin,所以
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而1+p>1,烹收敛，由定理2.怎min收敏.
(2)因为lim?π=1,所以

由等比级数 的收敛性及定理 2,立即推出 收敛.

(3)首先利用洛必达法则可证

-0,
其中 p>0.于是

m+5=6<1,故发放根据定理2.发散.
应用比较判别法时，需要将所讨论的级数与一个已知其敛散性的级数

进行比较，这种方法有时不大好用.下面给出的两个判别法，不必考虑另外

的级数，而只须考虑级数本身的项，就能判别其敛散性.

2,(u.>0)足定理3(达朗贝尔判别法) 若正项级数

lim“-l,
则
(1)当l<1时，级数收敛；

(2)当l>1时，级数发散；

(3)当l=1时，级数的敛散性不定：可能收敏，也可能发散.
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证(1)当l<1时，取一常数g,满足

l<q<1,
又由极限的性质，对上述取定的q·必存在正整数N,使当n≥N时，

“x.<g,
即 un+i<qun,n≥N.
由此推得

Uv+i<quv;

WN+2<qHN+i<q2uN,

Wv+3<⋯<q3uN,⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯
un+<⋯<q*uv,⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯·

由于正数q<1,且uy是一固定的常数，故上式右边各项所组成的级数

收敛，再由比较判别法，上式左边各项所成的级数

2也收敛.于是由级数的性质可知，级数 也收敛.

(2)设l>1.这时存在N,使当n≥N 时

>1.
于是u+>u.(n≥N),这说明{un}(当n≥N时)单调上升，故当 n→

时，u,不趋向于0.因而级数发散.

(3)设{=1.我们举例说明这时级数有收敛或发散之两种可能性，事实

上，对于任一p级数，均有

但我们已知p级数当p≤1时发散，而当p>1时收敛.因而当i=1时不能

断定级数的敛散性. 证毕.
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a>0.b>0)的敛散性。例5讨论级数

m“C=1mb(z+i)”=b.解显然，我们有：

由定理3知，当b>1时级数发散；当b<1时级数收敛.当b=1时，级

数为p级数，故这时当a≤1时级数发散，当a>1时级数收敛.

由例5可知，级数 收敛，而级数 发散。

例6 讨论级数 的敛散性.

解 设 w.=,,那么

im(1++)=e,,所以Im =1,因为1 ,故不能由达朗贝尔判别法判别此级

(+) (+})'<e.从而数的收敛性.但是我们知道 单调上升趋于e,即

“n+!>1(n=1,2,⋯),那么
un

uni>un>⋯>ui.

这说明当n→的时，u不趋于零.根据本章§1中的定理3,就可推断出

发散.

达朗贝尔判别法也叫比值判别法.它与下面要介绍的柯西判别法都是

常用的方法. "定理4(柯西判别法) 若正项级数 满足

lim Vu?=l,

则

(1)当l<1时，级数收敛；

(2)当!>1时，级数发散；
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(3)当!=1时，级数可能收敛，也可能发散.

证 (1)设1<1.取定常数q:I<q<1,则存在N,使n≥N时有

<q,即

u?<g",n≥N

点(q<1)的收效性即可推出级数：2于是由等比级数 的收敛性.

(2)设l>1.这时存在N>0,使n≥N时有√u>1,即

>1n≥N,

于是u.-→0(n→o时),因而级数发散.

(3)设l=1.这时我们仍以p级数为例，对任意p,都有

=-)→1.
我们知道p>1时，p级数收敛，而p≤1时，p级数发散.故当l=1时级数

的敛散性不定.证毕.

例7 判别下列级数的敛散性：

(2)2+.(1)2
n.-三，则-解 (1)设 .因为limV2=1,所以lim .=0.根

山→

据柯西判别法， 收敛.

(2)设v,=2+,,则

v=Y2+-1”→÷(n→~).
(这黑用到√2+(-1)“→1(n→≈),这是为什么?)因此，根据柯西判别法，

E2+2”收敛.
例8判别下列级数的敛散性：

2()`,>o;(1)

点(),x>0.a.>0,且a,→a (n→).(2)
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a.-(吾),那么 =青→0(n→~),故对任意x>0,解 (1)设

点()”级数 都收敛

v.-(系)”,那么 -(2)设 .由柯西判别法知：

(i)当a=0时，√uw→~(n→～),因而级数发散；

(ji)当a=～时，Vun→0(n→co),因而级数收敛；

(iii)当0<a<+心时，当x<a时级数收敛，当x>a时级数发散，当

x=a时敛散性不定.

从定理3与定理4的证明过程看出，当l<1时，级数的一般项u。(n≥

N)小于一个等比级数的一般项cq”(q<1).亦即一般项u。趋于0的速度大

于或相当于cq”趋于0的速度.也就是说，定理3与定理4只适用于判断满足

un≤cg”(n≥N>0,c>0,0<q<1)

的级数的收敛性，对于其一般项不满足这一不等式的级数，必须采用另外的

判别法.下面我们给出这样的一个判别法，这个判别法是将所讨论的级数与

p级数做比较而得到的，

≥u?(u≠0)满足定理5°(拉比判别法) 若正项级数

tmw(=-))=R (R可以是心),
则
(1)当R>1时，级数收鼓；

(2)当R<1时，级数发散；

(3)当R=1时，敛散性不定.

证明从略.这个判别法用得较少，读者可不必记住它.

2(2H例9 讨论级数 的敛散性.

解 设u,是上述级数的通项，那么

“-2(m+h·2m+3-1,
所以用达朗贝尔和柯西判别法不能得出结论。

我们改用拉比判别法.因为
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(-1)=n→>1(n→),
所以级数收敛.

在某些悄况下，正项级数的收敛性也可以利用积分进行判别.下面我们

介绍积分判别法.为此我们先引进无穷积分收敛的概念，

定义 设函数f(x)在[a,+心]上有定义，且对任意A>u,f(x)在

lim.ff(x)dr存在，则称函数 f(x)在[a,+][a,A]上可积，若极限

f(x)dr上的无穷积分 收敛.并将上述极限值定义为无穷积分的值，即

?f(x)dx=im[f(a)dr.

ff(x)dx没有极照，则称无穷银分f(e)dr 发散.若A→+0时

-InA=+,所以无穷职分[”:例如，因为 发散.又

如当p≠1时，

一细六-1
f?学由上可得出结论：无穷积分 当p>1时收敛，当 p≤1时发散.这一

结论与p级数的敛散性之结论类似.实际上，无穷积分与无穷级数的敛散性

有密切的关系，可由下列定理表述.

定理6 设 为正项级数，若存在一个单调下降的非负函数f(x)

(x≥1),使

ua=f(n),n=1,2,⋯,

烹 ?f(a)dx 收做.则级数 收敛的充要条件为无穷积分

证 考虑曲线y=f(x)与真线x=1,z=n及x轴所围之面积

a.=?f(x)dx.
由图10.1不难看出，此面积夹在两个阶梯形面积之间，即有

uz+u?+⋯+un≤d?≤ui+uz+⋯+ur-1,
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外

yF(x)

#

!z
kg

?

u-1

o| 2 3 4 * n-1 开⋯* X

图 10.1

设S。为级数 的前n项的部分和，上式即可表为

S-u?≤dn≤S,-uw.
由此即得

S≤d+uj,n=1,2,⋯

及

σn≤S·n=1.2,⋯.

?,f(x)dx充分性 设已知无穷积分 收敛，于是序列{σ。}也收敛，从

而它有上界.由不等式S.≤cn+u,推出(S)也有上界.因而级数 收

敛、

f,fcx)dx必要性 已知级数 收敛，要证无穷积分 也收敛.我

?,"f(x)dr 可f(x)dr是A的们用反证法.若 发散，注意到f(x)≥0,便知

ffe)dr(,fa)dr发散意味誉单调递增函数，于是 无界，即

f(x)dx-+~,也即 lim?f(x)dz-+c,特别地，我们有o.→+,

再由不等式o,≤S。推出S。~+~(n→～).这与， 收敛矛盾.证毕.

例10 讨论 的敛散性，
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fdx=lnllnAl-ln|ln2|→+≈(A-+≈),因解 因为

f而无穷积分 发散.由定理6,所讨论级数发散.

习题10.2

1.讨论下列级数的敛散性：

(1)2esn分 2
3+-·
(2)

(3) (4)

++n平(5)-(6) (提示：n充分大后，(lnn)>n*);

2ran.(7)

2.讨论下列级数的敛散性；, 3(1) (2)

2 1
(4) 2;1+1m

一可
(3)

(5) (6)

100
以(7) (8)y!;

点÷(≠)~;(9)

m(10) (p>0)(提示：用积分判别法);

3sm(q>0>(提示；n充分火后，(lnlhu}°<(lan));
2ny(nhm

(11)

(12) (p>0·g>0)<提示：利用积分判别法并分别讨论下

面4种情况：①p>1;②p<1;③p=1,q>1;④p=1.q≤1).”3. 证明：若正项级数 收敛，则级数 也收敛，反之不一定成立，试举例说
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明.

与4.证明：若级数 都收敛，则级数

a1,(a+6.、烹
也收敛.

与5.若正项级数 都发散，问下列级数是否发散?

S(u.+v.), (2)5(u.-v.), (3)(1)

:收敬，而”6.设 limnu,=l,其中0<l<+.证明：级数 发散.
n+Q

§3任意项级数

本节讨论任意项级数，即既有无穷多个正项，又有无穷多个负项的级

数.

首先讨论一类特殊的任意项级数-—交错级数.

1.交错级数

所谓交错级数是指这样的级数：它的项是一项为正一项为负地交错着

排列的，即可写成下列形式：

u1-μs+us-u.+⋯=S(-1)~u., (10.2)

其中un>0(n=1,2,⋯).

关于交错级数的收敛性，有下面常用的一个判别法.

定理1(莱布尼获判别法)若交错级数(10.2)满足下列条件：

(l)u≥un+i(n=1,2,⋯),

(2)limun=0,

则级数(10.2)收敛.

证 先证明部分和序列{S,}的子序列{Sm}当n→叫时有极限.事实

上，由条件(1)可得

Sa=S?(-l?+(ua--l-Wzn)≥Sxn-,n=2,3,⋯,
这说明序列《Sza}单调递增.又S?还可表示成

Sm=u?-(uz-ug)—(ua-us)-⋯—(ua-2-4z-l)-uzn,
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再由条件(1)可以看出，上式各括号内的差为非负数，因而

Sm≤u,n=1,2,⋯,

这说明序列{Sm}有上界.这样{Sz}单调递增有上界，故极限limSn存在，
T十

记作S,即

limS?a=S (10.3)

再证 limSz+t=S.事实上，由条件(2)可得

limSz+l=lim(Se+uzt)=limS+limxan =S+0=S.

(10.4)

由(10.3),(10.4)两式即得

lim S,=S.

上式说明级数(10.2)收敛.证毕.

关于满足定理1中条件的交错级数的和S及余项r=S-S(S,为部

分和),有如下的估计式：S≤u,|r|≤u+i.事实上，我们从定理的证明中

已经知道S≤u?.这样，S=limSz≤uy.另外，不难看出余项r,=S-S?

可表示成

r=(-1)"(u+i-u+2+⋯},n=1,2,⋯,

其绝对值

|rg|=u+1-u+2+⋯

也是一个交错级数，且也满足收敛的两个条件，故其和不超过其第一项，即

有
|r,|≤ug+i

这个不等式可以用来估计交错级数余项的大小，即用部分和近似替代

级数和时的误差.

例1交错级数

2-~÷=-++⋯(-+⋯(>0)
是收敛的.

事实上，u,=>m+1,-x,且1imu.=1im=0.满足本节定
理1中的两个条件，所以它是收敛的.

思考题 判断下列证明过程是否正确?

因为
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-1)~方而由例1知道交错级数 收敛，利用本章§2 中的定理 2,所

点(-)~+)以 收敛，

例2 讨论级数 的敛散性，.=解 设 首先容易知道

im4.=lim·=0.
然后我们考察u。的单调性.令g(x)=z1+÷=e{1+÷),则

g((x)=e(+÷)*[-lnx+(1+})·]-e(÷)+ln.
请读者自己验证g'(x)>0(x≥1).于是g(x)在(1,+~)上是单调递增

的，从而u,=g是单调递减的.

2(-D*,交错级数 满足定理1的条件，所以它是收敛的.

-b~~m在使用莱布尼兹判别法证明交错级数 收敛时，除了可以

“≥1,还可以按定义证明u。单调递减，即n充分大时，μ-u≥0或：

引进函数f(x),使得u。=f(n),然后利用导数性质，说明当x充分大时，

f(x)单调递减

例3讨论级数

1+2+3-2-5-b+÷++5+⋯ (10.5)

的敛散性.

解 上述级数不是交错级数，不能直接用定理1.我们可将它的项加括
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号，即自第一项开始，每相邻的三项加一个括号，就组成一个新的级数

-1y*. (10.6)

其中

01-1+言+号，v=2++,
0,=5x-2+3k-1+,k=1,2⋯

级数(10.6)是交错级数，且显然有v+≤v,lim v=0,因而级数(10,6)是

收敛的.又若分别用S。与σ.表示级数(10.5)与(10.6)的前n项的部分和，

则不难看出有关系式

σ=S?n.
因而，级数(10.6)收敏意味着{S。}的子序列{S}有极限，设其为S,即

limSs=S.
于是

S~=Sm+un=Sa+(-1)"sn+T→S (n→),
Ssnlg=Sau+Wsr1+WSrN?

-Sm+(-1y(m+T+sn+a)-s(n→)
由上述三式即可推出 limS,=S.因此级数(10.5)是收敛的.

在定理1中，u,的单调性对于保证交错级数的收敛性是重要的(虽然

它不是收敛的必要条件),缺少了这一条件，即使满足limu?=0,交错级数

3(-1)**仍有可能发散.例如，令
1-2n-1·-(an)

这时级数

-~x,=1-2+÷-1+÷-⋯
发散.事实上，这个级数的部分和为

sn-Sa-
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2发散,高由于级数 收敛，所以当π→??，S中的第一个

和式趋于+0,第二个和式收敛，则

S→+0(n →~).

2.绝对收敛与条件收敏

我们先介绍一类收敛性较强的级数，即被称作绝对收敛的级数.为此，

先指出下列结论.

定理 2对于任意项级数

1收敛，则级数 收敛。若其各项取绝对值后所成的正项级数

!证 由 |的 收敛性及柯西收敛准则知，对于任意给定的ε>0,

都存在N>0,使当n>N 时，对任意整数 p>0,有

2|u-<a.
由此可得

u≤<e
这意味着级数 收敛，证毕

lu.3显然，级数 收敛，并不一定能推出级数 |的收敛性.例如，-交错级数 是收敛，但] 是发散的.

这样，我们可将收敛级数分作两类：一类是不仅本身收敛，而且逐项加

绝对值后依然收敏；另一类则是本身收敛，但逐项加绝对值后发散.我们将

前者称作绝对收敛，而将后者称作条件收敛.

我们有下列定义，

|定义 若正项级数 收敏，则称级数 绝对收敏.若级数

3u 2| ∑u条件收敛|发散，则称级数收敛但级数
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例4级数

(p>0)
当p>1时绝对收敛，当p≤1时条件收敏.

2一般说来，对任一给定的级数 可先用正项级数判别法来判别级

数10。1是否收效，若11.1 2|收敛，则 必收敛.这一方法对判别绝

对收敛的级数是有效的.

例5判别下列级数的敛散性：

2 Ensn.(2)(1) (a 为常数);

解 (1)因为

aaor|<amir<2,
由于2 2|or|收敛，由正项级数的比较判别法知 收敏.因此原级

数绝对收敛.

(2)利用基本不等式|sinx|<|x|(x≠0).对任意的自然数n,

psin<n·-,
2|rsin而 收敛，由比较判别法， 收敏，故原级数绝对收敛.

例6 证明级数1+点对于任意的x∈R均收敛.
证当x=0时，上述级数显然收敛，

a.=|-现在假定x≠0.令 ,有

“-,十→0(n→≈),

1+25广收，即1+根据达朗贝尔判别法，级数 绝对收敏，由定

理2,级数1+开 收敛，证毕.
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例7讨论级数

十 (a 为常数)

何时绝对收敛，何时发散，

解 令原级数之通项为u.很容易看出当n→时，

-1
}故不论|a|<1或|al>1,n→~时， 的极限总小于 ].由比值判别法

知点u, |收敛，因而原级数绝对收敛.
当a=1时，u,=2+0(a→~),故级数发散；

当a=-1时，u.=(一1)”0(n+~~),级数也发散.
总之，当la|≠1时级数绝对收敛，当|a|=1时级数发散.

绝对收敛的级数与条件收敛的级数在许多基本性质上也有原则上的差

别.比如，绝对收敛的级数经过任意重新排列其中的项后，其和保持不变.但

条件收敛的级数则不然.为了证明这一点，我们先来证明下列两个命题.

命题1一个绝对收敏的级数的和数，等于它的所有的正项组成的级

数的和数加上它的所有的负项组成的级数的和数。

2证 设级数 绝对收敛.令

n.-会(u.+m)-0之0
m.-2(10.1-m.)-{1a?. ≥0

显然有

O≤v≤lu,{,0≤wn≤lua|.

由1, |收敛及正项级数的比较判别法可知，两正项级数
点w.及 
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都收敛，现设

S-s,m-P,=a.
2m,是由”注意到级数 中所有的正项及0组成，所以等式

=P 表示； 中所有的正项组成的级数也绝对收敛，且收敛到和数 P.

.0=Q表示气同理， 中所有的负项组成的级数也绝对收敛，且收敛

到和数-Q.

再注意u,=v?一w,于是根据收敛级数的性质，有

s-E=Z-=P-Q=P+(-Q).

a我们已经说明P与一Q分别是级数 中所有正项所组成的级数

与所有负项所组成的级数的和数，所以上式即证明了命题的结论.证毕.

命题2收敛的正项级数经过重排后仍然收敛且其和不变.

证设正项级数

uy+ug+⋯+uw+⋯

收敛到和数 S.又设将这个级数中的各项重新排列次序后得到的级数为

ui+ui+⋯+u;+⋯.

,所令s.=,s:由于级数u;的各项都来自级数
以对于任意取定的n,都可取 m 足够大(m ≥ n),使 数 集

{uj,ui,⋯,u,}包含在数集{u?,⋯,u}之中.于是

S.≤Sm≤S.

这说明，单调递增序列{S;}以S为上界，故S;有极限(n→时),且

S*=limS,≤S,

;另一方面，又可将级数 看成由级数 重新排列次序而得，在上述

证明过程中调换ug与uk的位置，又可得

S≤S*.

总之，以上证明了S'=5.证毕.

下面介绍绝对收敛级数的两个性质.
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定理 3若级数 绝对收敛，则将它的各项重新排列次序后所得

2a.的新级数 也绝对收效，且其和不变.

证 由级数 绝对收敛及前面的讨论知，该级数可表为两正项级

数之差：

Sm=S-2.,
3其中v。与w定义同前.设将 .中各项的次序重排后得到新级数

2..同样地，也可将a,表为两项之差；
2o-2v;-u,,

2与0,分别是2与其中 相应地改变各项的排列次序而

得的级数.由命题2知，它们也收敛，且

2-2=
2=2(d/-w)也收敏，且有从而级数

2a.=2-2w-2-=
又1a,l=2v+Zw=P+Q,所以.也绝对收敛.这就证明了
定理 3.证毕.

定理3说明，对于绝对收敛的级数，可任意交换其各项的次序，而不影

响它的和.这与有穷项相加之和的性质相同，但对于条件收敏的级数就未必

2-1÷有此性质.例如，设条件收敛的级数 收敏于和数S,考虑该级

数的一个重排的级数：

1-2-4+3--+⋯-~+⋯
分别用A。及B。表示这两级数的部分和，则
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Bm=-2-)

==A→s(m+)
又不难看出，

Bm=Bm+→2S,m→,

Bm=B+Am-2→÷S,m→~.
以上说明部分和序列B、→S/2(m→o),即重排后的级数收敛于5/2.

条件收敛的级数的和强烈地依赖于级数中项的排列次序，调整排列次

序有可能改变级数的和.这一点我们已从前面的例子中看到.黎曼证明过一

烹个更为一般的结论：对于任意的一个条件收敛的级数 与任意给定的⋯一个数A,我们总可以通过重新排列级数 中的项而得到一个新级数

2,使得后者收敛于A.
3.狄利克雷判别法与阿贝尔判别法

现在，我们来介绍关于任意项级数的两个收敛判别法：狄利克雷判别

法与阿贝尔(Abel)判别法.一般说来，它们在常见的变号级数的收敛性判别

中是很有效的，而且对以后要讲的函数项级数而言也是如此.

这两个判别法的基础是关于阿贝尔变换的一个引理.因此我们先介绍

河贝尔变换.

设有两组数

α?;az;⋯;aw 与 βi,β?,⋯,βa,

令

B?=β?,B?=β?+β?,⋯,B=β?+β?+⋯+βm,

则有阿贝尔变换式

SR-(-0xm)B?+aB⋯
事实上，不难推出

β?=B?,β?=B?-Bi,⋯。βm=Bm-B-,
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于是

SA=a,B?+a?(B?-B,)+⋯+a.(B.-B)
=(at-ag)B?+(ag-as)B?+⋯+(cm-)-am)Bm-1+amB-

-(a-c)B+a,B.
利用阿贝尔变换式，可证下列阿贝尔引理.

阿贝尔引理 若数组{aa}(e=1,2,⋯,m)是单调的，又数组{β}(k=

1,2,⋯,m)的部分和B,满足不等式

 B.I-|Ea|≤M(n=1,2,⋯,m),
其中常数 M>0,则有不等式

aA|≤M(layl+2|e- 1).
证由阿贝尔变换式，有

点B?|<M?|a-axml+M·la. l.
注意α(k=1.2,⋯,m)是单调的，所以(ax-ax+t)(k=1,2,⋯,m-1)同
号，于是

§ax-aml=12(ax-a)|
=|a?-αml≤|a?l+lαm l.

将此式代人上式，即得到要证明的不等式.证毕.

定理4(狄利克雷判别法)考虑级数

2a.
2%若序列{an}单调且lima;=0,又级数 的部分和序列有界，即存在常

数 M>0,使

|≤M(a-1,2,⋯),

2acb.则级数 收敛.

证先证对任意自然数n与p,有
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.|≤2M(la l+2len l).
事实上，对任意取定的n与p,令

a;=a+i,β?=b(i=1,2,⋯,p).

显然，数组{a;}(i=1,2,⋯,p)也是单调的，又有

20|=126⋯|-12-

<120|+12b|≤2Ma=1,2,⋯,P),
即数组{a;}与{β?}满足阿贝尔引理的条件.于是由阿贝尔引理即得

ab?|=|EaA|≤2MlaI+2|a,1
=2M(la?|+2|aw+pl),

再利用柯西准则，即可证明级数收敛.事实上，由定理 4中的假定

Hima?=0知、任给e>0,存在整数N>0,使当n>N 时便有la,l<5x于
是对任意自然数n>N 及自然数p,即有

axb,|≤2M( acm l+2|aml)

<2M(+)-.
证毕，

不难看出，莱布尼茨判别法是狄利克雷判别法的一个特例.事实上，只
要将定理1中的u,视作a,,而将(一1)"-I视作b。,即可将定理1归为定理

4 之特例.

定理5{阿贝尔判别法)若无穷数列{ag}单调且有界而级数 收

2.收效.敏，则级数

证 由所设条件知lima,存在，设lima=a,则序列{ax-a}单调且

2b.lim(ax-a)=0.又因 收敛，其部分和序列有界，由定理4推出，级数

2(0.-a)m,收敏而也收敛.故级数
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2axb.=fa.-a)h,+ab.]
收敛.证毕.

点 点(+÷)`⋯例8 设 收敛，证明级数 收敛.

证 记b?=x,ax=(1+}),(a.)单调递增且有界，而2*收敛.利
点(I+})用阿贝尔判别法，级数 是收敏的.证毕.

例9设无穷序列{a?}单调下降且a?→0(k→co),讨论级数

ap
的敛散性.

怒.解 当φ=2nπ(n为整数)时，coskφ=1,这时级数变为 .故其敛

散性不定.

当φ≠2mπ时，令b?=coskp,有

.-(m号+号号)
2m号

可见

a.|“m号~号-a⋯
p 数效.即|B.|有界.由狄利克雷判别法，这时级数

ikg类似地可证，当{ax}单调下降且趋于零时，级数 收敏(φ可

取任意实数值).这时与前面的例子略有不同的是，当φ=nπ时(n为整数),
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 sinkg级数 中的每一项都是零，从而级数是收敛的.而当φ≠nπ时，级

数的收敛性的证明类似于前面.

从这些讨论中立即看出，当φ≠2kπ(k 为整数)时级数

点b>0)则对一切φ值都收欲我们自(p>0)是收敛的；而级数

然关心这些级数是否是绝对收敛的.对大多数φ值而言，回答是否定的.

m2(≠kx,k∈2)例10 证明： 在 p>1时绝对收敛，而在

0<p≤1时条件收敛.

证首先设p>1.因为

<,
2利用比较判别法，级数 收敛，即可得 当p>1时绝对

收敛.

下面设 0<p≤1,且g≠kπ(k∈Z).我们只要证明此时级数

发散即可.因为|sinnpl≥sin2nφ,所以

nr≥=-=-
高当g≠kπ时，2φ≠2kπ,由刚才的讨论可知 收敛，而 发散，

点(-a.)则 发散.再利用比较判别法，立即得出 发

散.证毕.

这就告诉我们，狄利克雷判别法或阿贝尔判别法可以判别条件收敏的

级数.它们的作用不可能由正项级数的比较判别法所替代.

习题10.3

1.判断下列级数是否收敛?条件收敏还是绝对收效?

-++⋯+(-1+⋯(1)
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(2)1-+5+⋯+(-1n-+⋯

2-3hs+am÷⋯+(-1~cn+DcnFT+⋯(3)

2-1y~-1,(4)

∴2-23+⋯+(-1m++⋯(5)

2(-1*(6)

≥an2-}sin合+÷sn-⋯;(7)

S(-1*am=(-<g<2):(8)

Scmy(9) (t>0,x>0);

sn(x√π^+T)(10) (提示：sin(π√n2+1)= sin[π(√a2+T+n)-
nπ]);

(1)2-0-((提示：令以，-当：m,利用“<

(n>0,可证的，<一·,即<高<。 ,故当n→m时un→0.再

可证u>立·云，解么>去·忘 ,发)>“-利用： ,从而排出

2(0>0与2+2.已知级数， 收敏，证明级数， 均收敛.

(<<2m)3. 证明级数 当p>1时绝对收敛，当0<p≤1时条件收

敛.

3(l+})(o<9<2x.p>0)的效散件。4.研究级数

35.形如 的级数称作狄利克需级数.证明它有下列性质：苔级数 收敛

(发散》,那么当x>xo(r<xn)时，级数 也收敛(发散),

6.设级数 绝对收敛，证明级数， 也绝对收效
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7.证明收敏级数， 重挫后的级数

1+方一+⋯+⋯

提示；先证发散，其中a-应发散，

§4函数项级数

前面我们讨论的是数项级数，即级数的每一项都是常数.本节我们将讨

论函数项级数，即级数的每一项都是x的函数.设u,(x)(n=1,2,⋯)是定

义在集合 D上的函数，和式

?m,(z)=u?()+u?(x)+⋯+u.(x)+⋯ (10,7)

称为定义在集合D上的函数项级数.在集合D中取定一点xo,若数项级数

m.(x)
收敛(发散),则称x。为该函数项级数的收敏点(发散点).因此，函数项级数

的敛散性是以数项级数的敛散性为基础的，

函数项级数(10.7)的收敛点的全体称为它的收敏域，记作X;发散点的

全体称为它的发散域，对收敏域X内的任一点x,级数(10.7)的和记为

S(x).显然，S(x)是定义在X上的一个函数，称为级数(10.7)的和函数.

例如，函数项级数

≥x-1+z+z2+⋯+x*+⋯
中每一项在区间(一～,+0)上有定义，但该函数项级数的收敏域为

,即(-1,1).在收敛域内，其和函数为：

1+x+x2+⋯+z?+⋯=1-·-1<x<1.
从这个例子中我们可以看出，级数的收敛域可能不同于函数项级数中

每一项的定义域.

例1求级数

x+(x2-x)+(x3-x2)+⋯+(x"-x?-))+⋯(10.8)
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的收敛域与和函数.

解对任意取定的x∈R,级数(10.8)的部分和为

S(x)=x”.

显然，当1x|>1时，S,(x)=x”→0(n-~);当x=-1时，S,(-1)=

(-1)”尤极限(n→心);当x∈(-1,1)时，S。(x)有极限；

tim s.(x)-{),x∈(-1,1),
可见，级数(10.8)的收敛域为(一1,1),和函数为

su)=1:-1<x<1.
从这个例子中我们看到，级数(10.8)中每一项在实轴上都是连续的，但

其和函数S(x)在其定义域(-1,1)上并不连续.

和函数的性质，比如连续性、可导性及可积性，是函数项级数要研究的

中心问题之一.为了研究这些问题，我们需要函数项级数一致收敛的概念，

1.函数序列及函数项级数的一致收做性

设有一个函数序列{fw(x)|n=1,2,⋯},其中每一项f,(x)在集合 D

上有定义.若一点x?∈D使得序列{f(xo)}收敛，即极限 limf,(xo)存在，
则称序列{f(x)}在x。点收敏，x称为该序列的收敛点，序列{f.(x)}的

全体收敛点所组成的集合X称作序列的收敏域.

u,(a)的收效城就是其部分和序列的收做域。显然，函数项级数

另外，序列{f.(x)}在其收敛域X中定义了一个函数：

f(x)=limfn(x),Vx∈X,
我们把这个函数称之为序列的极限函数.显然，函数项级数的和函数是其部

分和序列的极限函数.

从数列过渡到函数序列，其最大的变化在于函数序列的收敏“速度”一

般说来依赖于自变量x.比如，设(f(x)}的收敛域为X,极限函数为f(x),

那么,对于每⋯点x∈X,都有

r(x)=1f,(x)-f(x)l→0 (n→0).

我们所说的序列收敛速度实际上就是r。(x)趋于零的速度.一般说来，

r(x)趋于零的速度与点x有关，比如，我们考虑函数序列f.(x)=x”

(0<x<1).显然这时收敛域X=(0,1),而极限函数f(x)=0(0<x<1).
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这时，r.(x)=|f.(x)-f(x)|=x".显然，x越靠近0,rm(x)趋于零的速

r=l度越快；而当x越靠近1时.r。(x)趋于零的速度越慢.比如，在 时它

以云 r=6时它以的速度趋于零，而、 的速度趋于零.

这种现象反映在e-N的说法上就是，对于给定的正数ε(不妨设e<1),

所找的N依赖于x.比如，在上述例子中，对于给定的ε>0,为了保证

r?(x)=1f.(x)-f(x)l<ε(0<x<1),

也即x”<e,我们须取

n>[]+1,
才能使当n>N 时有

lf.(x)-f(x)|<e,

由此看出N依赖于x:x越靠近1,N越大.

对于一个给定的函数序列，我们有没有一种办法去选取 N 使之只依赖

于e而与点x无关呢?我们的回答是：对某些函数序列能做得到，而对某

些函数序列则不能.例如，对于上述的例子f.(x)=x”(0<x<1)做不到，

而对于序列gx(x)=x”(1-x)"(0<x<1)则做得到.事实上，对于任意给

定的正数e(不妨设ε<1),要想找到一个N使得n>N 时

|x*-0|<e

对一切x∈(0,1)成立，这是不可能的.因为对于任意周定的n,当E<x<1

时就有x*>e.这就是说，对于任意的自然数n,要想使得|x°-0|<ε对于

一切x∈(0,1)成立是不可能的.而对于函数序列g(x)=z”(1-x)"(0<x

<1),情形就不同.其收敛域仍为(0,1)区间，而极限函数也是常数函数

g(x)=0 (0<x<1),

由x(1-x)≤看出，

|z1-x}°-0l≤÷ (0<x<1),

w-[可见，对给定的e>0(不妨设ε<1),只要取 ,即有

lx“(1-x)”-0|<ε,只要n>N

对一切x∈(0,1)均成立.
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图10.2及图10.3可以从直观上带助读者理解上述两种不同现象.

y

E

0 1 X

yl

1年

0
8?(r)

8(r)

g(x)

12 1 x

图 10.2 图 10,3

我们把能够找到一个只依赖于e而不依赖于x的N的收敛序列，称作

一致收效序列，其确切定义如下：

定义1设函数序列{f。(x)}在集合X上收敛于极限函数f(x).若对

任意给定的正数e,都存在一个只依赖于e而不依赖于x的自然数N,使得

当 n>N 时不等式

|f.(x)-f(x)l<ε

对于X中的一切x都成立，则称函数序列{f,(x)}在 X 上一致收敏于

f(x),记作f.(x)=f(x),x∈X(n→o).

一致收敛的几何意义 我们假定函数序列{f,(r)}在X=[a,b]上一

致收敛于f(x).这样，对于任意给定的ε>0,都可以找到一个自然数N,使

得

lfn(x)-f(x)|<e,只要n>N,x∈[u,b],

也即

f(x)-e<f.(x)<f(x)+ε,只要n>N,x∈[a,b].

我们在Oxy平面上画出y=f(x)的图形，然后再出y=f(x)+e及y=

f(x)-e的图形.这样，两曲线y=f(x)+e及y=f(x)-e(a≤x≤b)围

成了一个带形域.上述不等式告诉我们，当n充分大时，y=f,(x)的图形就

整个落在这个带形域之内(见图10.4).

这里我们应该强调指出，函数序列{f,(x)}的一致收敛性是相对于某

个给定的收敛集合X而言的.同一个函数序列在集合X,上可以一致收敛，

而在一个较大的集合X?上可能不一致收敛，
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(x)+e
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图 10.4 图 10.5

例2设函数序列f.(x)=x”(1-x"),n=1,2.⋯.f.(x)在(0,1)上

收敛于f(x)=0(0<x<1).试证明序列{f?(x)}在(0,1)上不一致收敛，而

在(0,a)(其中0<a<1)上一致收敛.

证 设r(x)=|f?(x)-f(x)|,即r(z)=x”(1-x*)(0<x<1).

很容易证实r.(x)在x。-1/2“处达极大值r.(x.)=号(1-)-章因

此，对于给定的e,O<e<云.,对任意的白然数n,都有
r(x)>E

这也就是说，无法找到自然数N,使得当n>N时，

r,(x)=|f,(x)-f(x)|<e

对区间(0,1)中的一切点成立.从直观上看(见图10.5),这时无论n多么

大，(0,I)中总有一点x?使得点(x,f,(xn))冒出由e决定的带形域

(x,y)|0<x<1,-ε<y<e}.

当0<r<a<1时，我们有

rn(x)=|x"(1-x")|≤x*≤a".

因此，对于任意给定的ε>0(不妨设ε<1),为使r(x)<e,只要u”<e就

够了.于是，我们可取

N-[]+1
就足以保证

|x”(1-x*)-0|<é,只要n>N.0<x<a.

这就证明了f.(x)在(0,a)上一致收敏，从直观上看，对取定的a∈(0,1),

当n充分大时点x=1/2“将任意靠近于1,这时图形y=f,(x)的“高峰”

部分已移出了区间(0,a),因而在区间(0,a)中的部分将一致地趋于零(见
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图10.5).证毕.

例3讨论下列函数序列在所给区间上是否一致收敛：

(1)f.(x)=”+z2、l≤x≤2;

(2)f.(z)=1+n2z·O≤r≤1.

f(x)-2.解 (1){f?(x)}的极限函数为 当1≤x≤2时，有

lr.(a)-f(x)|-||<2.
对于任给e>0(不妨设ε<1),要使|f。(x)-f(x)|<e,只要2/n<e.我们

取 N=[2/e].则当n>N时，对一切x∈[1,2],都有

|f(x)-f(x)|<E,

这里N与x无关，所以f,(x)在[1,2]上一致收敛，

(2)显然，f,(x)的极限函数为0.若f.(x)在[0,1]上一致收敛到极限

函数f(x)=0.那么,对于任给e>0,存在与x无关的N,使当n>N时，对

一切x∈[0,1],应该都有

lf.(x)-f(x)l=i+p2x<6.
但取定n后(不论 n大于多么大的正数N),上述不等式显然不能对一切

x.=÷∈[0,1],使x∈[0,1]成立.事实上，任意取定一个n,存在点

lf,(x)-f(x.1=言.

12因而，当ε小于 时，不论 N多么大以及任意n>N,上述不等式不可能对

一切x∈[0.1]成立.因此{f,(x)}在[0,1]上不一致收敛.图10.6表明了

{?,(x)}在[o,1]上收敛的不一致性.

由例3中的两个例子可总结出关于函数序列在某个区间上一致收敏的

一个充分条件，

命题1设函数序列(fn(x)}在区间X上收敛到极限函数f(x),若存

在数列{c。}使

lf(x)-f(x)|≤an,x∈X·n≥N,

且un→0(n→o),则{f(r)}在X上一致收效于f(x).
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yl
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fz(x)
为(x)

f6(x)
fzo(x)

020
图10.6

x

命题1的证明请同学们自己完成.

由例3中的两个例子，我们还看到序列{f.(x)}在一个区间上的不一

致收敛性是由于在这个区间中存在x,使得|f。(x。)-f(x。)|是一个固定

常数，而不能任意小.由此启发我们总结出下列判别函数序列不一致收敛的

一个充分条件.

命题2设函数序列{f.(x)}在X上收效到极限函数f(x).若存在常

数l>0及点列x∈X(n=1,2,⋯),使当n≥N(N∈Z)时.有

lf(xm)-f(x)l≥l,

则{f.(x)}在X 上不一致收敏.

这一命题也可用一种极限形式表示出来.

命题3设函数序列{f,(x)}在X上收效到极限函数f(x).若在X

中存在点列x,(n=1,2,⋯),使

[fw(xw)-f(xw)]→k≠0(n→~),
则{f(x)}在X 上不一致收敛，

证由上式可推出

|f(xm)-f(xm)|→lkl>0(n→~).

因而对充分大的n,有

1f.(x.)-f(x,)|≥1!.
因此，由命题2可推出{f,(x)}在X上不一致收敛.证毕.

在某些情况下，命题3用起来更方便.

例4 设f.(a)-(1+÷)(o<x<~),显然，f.(z)在(0,~~)上收敛
于极限函数f(x)=1.问f.(x)在(0,)上是否一致收敛于f(x)?
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解 问题的何答是否定的.事实上，令x=n,那么

f.(x)-f(x)=(l+})^-1→e-1≠0(n→~).
于是根据命题3,fw(x)在(0,)上不一致收敛.

现在我们来讨论函数项级数的一致收敛概念.大家知道，级数的收敛性

是用其部分和序列的收敛性来定义的，因此，函数项级数的一致收敛性也可

用其部分和序列的一致收敛性来定义，

2u(x)定义2设函数项级数 中的每一项在集合X中有定义.若其

烹(x)s,(a)=2m,(x)部分和序列! 在集合X 上一致收效，则称级数

在X上一致收敏.

(x)显然，若级数 在X上一致收敛，则它在X上收敛.但是，反过

求不一定成立，例如，级数1+x+x2+⋯=x在(-1,1)上收敛，但
在(一1,1)上不一致收敛.事实上，容易求出这个级数的部分和序列是

s.(x)=二 s(a)=1L,而其极限函数是 .这样，我们有

 s.(x)-s(x)1=
取点列3.=1-方(n=1,2,⋯),有

|s,(x,)-S(x,)|=n(1-})→+~(n→).
由命题3,S(x)在(一1,1)上不一致收敛.

2,函数项级数一致收敛的必要条件与判别法

我们首先给出函数项级数一致收敏的一个必要条件.

u.(x)定理1若函数项级数 在X 上一致收敛，则其一般项序列

{un(x)}在X 上一致收敛于0,即

tn(x)=?0,x∈X(n→≈).

3w.(x)证 设函数项级数 在X上一致收敛.根据定义，其部分和序
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列S,(x)-,()在X上一致收敛于和函数S(x),也就是说，对于任
意给定的e>0可以找到一个自然数N,使得

1 s.(x)-S(z)l<会， 只要n>N,x∈X.
由此推出，

lun(x)|=|S(x)-S-(x)l

≤|S(x)-S(x)|+lS,(x)-S(x)l

<5+立=e, 只要n>N+1,x∈X.
这就意味着{u,(x)}在X上一致收敛于零.证毕.

这个定理告诉我们，一个函数项级数一致收敛之必要条件为其通项一

致趋于零，因此，为了判别一个函数项级数的一致收敛性，我们可以首先检

查一下它的通项是否一致趋于零.如果其通项不一致趋于零，则级数不一致

收敛.例如 在(0,1)上不一致收敛，因为其通项x”在(0,1)上不一致

趋于零.

但是，通项一致趋于零不是级数一致收敛的充分条件.请读者自己举例

说明，函数项级数一致收敛的充要条件应该由柯西准则给出.

点m(x)在集合x定理2(关于一致收敛的柯西准则)函数项级数

上一致收敛的充要条件是对于任意给定的ε>0,存在一个只依赖于ε的

(x)|<e对于一N,使得对任意的n>N及任意自然数p,不等式

切x∈X成立.

Su.(α)证 必要性 设 在X上一致收敛，其和函数为S(x).令

s.(x)-u(a)为其部分和.那么,S。(x)在X上一致收敛于S(x).根据
定义 2,对于任意的e>0,存在一个只依赖于e的N,使得

1 S.(x)-S(x)l<2、 只要n>N.x∈X.
特别地，对于任意自然数p,有

| Sw (x)-S(x)l<豆， 只要n>N,x∈X.
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于是，我们有

,(a)|=|S,(x)-S,(x)1
≤|S+(x)-S(x)|+|S,(x)-S(x)l

<之+号-e,只要n>N,x∈X.

2()充分性 假定级数 满足该定理中的条件，设ε>0是任意给

定的数.对于ε/2存在一个自然数N,使得下列不等式成立：

,u(x)|<,只要n>N,x∈X,

2(a)在x其中 p 是任意自然数.根据数项级数的柯西收敛原理，级数

点u(x)的和函数，S.(z)-烹u,(x)上点点收敛.设S(x)是 是其部分

和，那么上述不等式可以写成

| Su,(x)-s.(r)l<意，Vn>N,x∈X,
其中p是任意自然数.在上述不等式中固定n及x,令p→~,则有

|s(z)-s.(z)l≤2<e,Vn>N,x∈X.

烹m(x):这意味着S,(x)在集合X上一致收敛于S(x).因此，级数 在X

上一致收敛.证毕.

这个定理虽然给出了级数一致收敛的充要条件，但是对于判别级数一

致收敛性而言并不便于直接应用.下面我们给出几个常用的判别法.

烹()的一般项满足：定理3(强级数判别法)若函数项级数

lun(x)|≤an,Yx∈X,n=1,2,⋯,

且正项级数 收敏，则该函数项级数在X上一致收敛.

证 由5a, 收敛的柯西准则知，对任给ε>0,存在正整数N,使当n
>N 时，对任意自然数p,有
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2|=<e.
由定理假定便有：当n>N时，对任意自然数p及一切x∈X,都有

2(x)|≤u(x)l≤2a<e.
由定理2可知，这意味着该函数项级数在X 上一致收敛.证毕.

2a.称为级数2。()的涨级数.定理3中的级数

上述判别法也称作魏尔斯特拉斯判别法，或 M判别法.

Sesinga+例 5讨论级数 在(一的，+心)上的一致收敛性.

解因为对任意x∈(一o,+o),

2 sinsa+gs|≤2g-a+x)≤(3),

2(3)’而级数 收敛，所以所讨论的级数在(一～;+～)上一致收敛.

√?+: ≥(a.cos+b.sinmx)在例6 设 收敛.证明：级数

(一0,+o)上一致收敛，

证 对于任意的x∈(-～,+),

lancosnz+b,sinx|≤√ai+bπ,

点√+6:收效，所以2(,csm+b,sia)而 )在(-o,+co)上一致

收敛.证毕.

点*~(0,+)上一致收效，例7 证明：函数项级数

证 记u(x)=x2e.证明的关键是找到强级数 .本题中的

u(x)不像例6中的通项函数那样容易找到a。,可以尝试求|u(r)|在[0,

+～)上的最大值作为a..利用导数

μ2(x)=2xe+x2e-+(-n)=xé*(2-nr),

x-2可以知道uγ(x)在 达到它在(0,+a)上的最大值，即

u.(x)≤u.(2),x∈(o,+).
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a.=u.(2)-,e. x取， .由于 收敛，根据定理3即得 在
[0,+~]上一致收敛.证毕.

mc*,例 8 考虑级数 ,证明：

(1)该级数在区间(0,+???不一致收敛；

(2)该级数在区间[δ,+m]内一致收敛(其中δ>0).

证 (1)只须证其一般项序列u(x)=ne在(0,+???不一致收

xa=2∈(0,+~)(n=1,2,⋯),使u,(x)=敛于 0.事实上，存在点列

nc1≥由命题2即知u。(x)在(0,+0)上不一致趋于零，从而级数
20,()在(0,+)内不一致收放，
(2)当x≥8时

lu.(x)l=2<,n=],2⋯,

2= ()在(B,+)上一致收敛证毕。而级数 收敛.由定理3即得级数，

强级数判别法实质上只能判别那些通项加了绝对值之后依然

一致收敛的级数.为了对更广泛的级数给出判别法，我们必须引进函数序列

一致有界的概念.

定义3设函数序列{f.(x)在集合X上有定义.若存在常数M,使

对一切n=1,2,⋯及任意x∈X,都有

|f.(x)|≤M;

则称函数序列{f(x)}在X 上一致有界，

大家知道，函数序列{f.(x)}在一点xa∈X处有界的定义是指：存在

一个常数M,使得|f,(xg)|≤M对一切n=1,2,⋯成立，不同的点x。所对

应的M有可能不同.{f,(r)}的一致有界性则保证了对一切x∈X可以取

到共同的M(即M与x无关).例如，对于任意固定的点x∈(0,1),函数序

列f.(x)=是有界的，因为这时显然有

} Vn=1,2,⋯.
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112这里的上界· 与取定的x有关.但是，对一切x∈(0,1),我们则无法取到一

个公共的上界.因此，它在(0,1)上不是一致有界的.而该函数序列在[δ,1]

上(其中 0<δ<1)显然是一致有界的，因为, Vn=1,2,⋯,x∈[0,1].
我们知道，狄利克雷判别法及阿贝尔判别法是判别任意项级数是否收

敛的有效判别法.现在我们把它们移置到函数项级数上来.

()在集合X上有定定理4(狄利克雷判别法)设函数项级数

义，且通项un(x)可以写成

un(x)=an(x)·b?(x),Vx∈X,

若uw(x)满足下列条件：

(1)在X 中任意取定一个x,数列{an(x)}对n单调，且函数序列

{a,(x)}在X上一致收敛于0;

2,(x)(2)函数项级数 的部分和序列{B(x)}在X上一致有界，

Za.(x)b,(x)则 在X上一致收敛.

2h,回顾关于数项级数 的狄利克雷判别法：若a。单调趋于0,且

26, 2ab.的部分和B,有界，则 收敛.将它与现在的定理4加以比较立

2a.换成函数项级数a,(x)b,(2)时，即就发现，当我们将数项级数

只要将条件“a。趋于0”与“B。有界”换成“a(x)一致趋于0”与“B,(x)一

Ea,(x)b,(a)一致收效.致有界”,那么结论就可以换成

证 由条件(2)知，存在常数M,使对一切x∈X,都有

B,(x)|-|Sb,(z)|≤M(n=1,2⋯)
因而对一切x∈X及任意自然数p,有

26(x)|≤120,(x)|+12b,x)|≤2M



§4西数项般数 281

又由条件(1),对每一x∈X,数列{an(x)}单调，因而由本章§3中的阿贝

尔引理可得

a(xNb,(x)|≤2M(la⋯(z)|+2|au(x)|).
再由{a。(x)}在X上一致收敛于0知，对于任给e>0,存在常数 N>0,使

当n>N 及一切x∈X,都有

la,(x)|<m-
这样，由前面两不等式便得：当n>N时，对任意自然数p及一切x∈X,

a,(a)b,(x)|<e.根据定理2.这意味着：2a.(x)b,(x)在X都有

上一致收敏.证毕.

sin例9设数列{an}单调趋于0.证明：级数 与级数

Ze.cox在闭区间[à,2π—8]上一致收敛，其中0<8<π.
证 令a(x)=ay,b?(x)=sinnx(或 cosnx),则 a,单调趋于0意味

着：任意固定x∈[δ,2π-δ],an(x)单调，且{a(x)}一致趋于0.另外，我

们有下列估计(参见本章§3中的例9):

B.c)-1)≤
8≤x≤2π-?,n=1,2,⋯,

即B,(x)在[8,2π-8]上一致有界.根据狄利克雷判别法，所论级数在

[à,2π-8]上一致收敛.证毕.

与(>0)在区间[,2c-8]类似地不难推出级数

上一致收敛.

2这里我们应当注意一个有趣的现象： 在[0,2π]上处处收敛，

x.-4,取 p=n但在[0,2π]上不一致收敛.事实上，对任意的自然数n,令

点
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≥sm≥m
离利用定理 2, 在[0,2π]上不一致收敛.

()b,(x)消足：定理 5(阿贝尔判别法) 设函数项级数

(1)在X中任意取定一个x,数列{a。(x)}单调，又函数序列{a。(x)

在X上一致有界，

6(a)在x上一致收饮，(2)级数

2a.(x)b,(x)在X上一致收统.则级数

证 由{a,(x)}在X上—致有界知，存在常数M,使对一切x∈X,都

有

lan(x)|≤M,n=1,2,⋯.

由条件(2)知，任给ε>0,存在N,使当n>N时，对任意自然数p及一切

x∈X,有

(x)<
再注意对每一取定的r∈X,数列{a。(x)}单调，于是由阿贝尔引理得

6,(a),(x)≤{(la(x)|+2|am,(x)1)
≤m(M+2M)<e.

(x),4)在×上一致收做证毕由柯西准则，这意味着

2a例10 设级数 收敏，证明：函数项级数 在(0,+～)上一

致收敛.

证 令

a,(x)=, 0<x<+~,
b?(x)=a,,0<x<+0,

则对任一取定的x∈(0,+co),序列a,(x)单调(下降),且
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a.x)1-||≤1,x∈(0,+~)m=1,2.⋯,

点即an(x)在(0,+0)上一致有界.又级数 收敛意味着函数项级数

,()在(0,+~)上一致收欲由阿贝尔判别法，级数
-a()h(x

在(0,+o)上一致收敛.证毕.

x在[-1,1]上-致收敛.例11 证明：函数项级数

证 令

a.(x)=z2~,b,(x)-T,x∈[-1,1].

点2 2,()在[-1.1]上一致收b?(x)与x无关，则 收敛意味着

敏.

对任意的x∈[-1.1],

|a(x)|=|x2-|≤1,

即{a。(x)}在[-1,1]上一致有界.又对任意的x∈[0,1].a。(z)=x?n-1关

于n单调递减；对x∈[-1.0],-x∈(0,1],a,(x)=-(-x)2n-1关于n

单调递增.

222个由阿贝尔判别法，级数 在[-1,1]上~致收敛，证毕.

3.一致收敏级数的性质

20)设函数项级数 在区间[a,b]上点点收敛.我们要进一步研究

它的和函数在区间[a,b]上是否连续?是否可积?是否可导?在可积与可

导的情况下，如何求出它的积分值与导函数?从下面的讨论中可看出，在这

里级数的一致收敛性起着重要的作用.

2m(x)在[a 、]上一政定理6(和函数的连续性)设函数项级数

收敛，且其每一项un(x)(n=1,2,⋯)在[a,h]上都连续，则其和函数S(x)



284 第十章 无穷级数

-a(x)在[a、b]上也连缺.
证 设级数的前n项之部分和为S。(x),在[a,b]中任意取定一点xo,

只须证明和函数 S(x)在x?处连续即可.

对于任给的e>0,由级数一致收敛，存在正整数N,使当n>N时，对

一切x∈[a.b],都有|S?(r)-S(x)|<e/3.现取定某个Na>N,便有

|Sw?(x)-S(x)|<ε/3,a≤x≤b.

由三角不等式，对任意的x∈[a,b],我们有

|S(x)-S(xa)|≤|S(x)-Sw?(x)|+|Sy?(x)-Sv。(xa)|

+|Sw?(x?)-S(xo)|

<1Sw(x)-Sm(c)|+3.
由于N。是一个固定的数，Sy(x)就是有限个连续函数um(x)(n=1,2,

⋯,Na)之和，由连续函数的性质知，SN(x)也是[a,b]上的连续函数，特别

在x?处连续.于是对上面给定的e>0,存在8>0,使当lx-xol<8且x∈

[a.67时，便有

|Syn(x)-Sn?(xo)|<e/3.

这样，由前面的不等式，可知当|x-xc|<0且x∈[a,b]时，有

|S(x)-S(xn)|<e,

而这意味着S(x)在x。处连续，证毕.

定理6指出，在所述条件下，等式

limS(x)=S(x?)
→」,

成立，其中xn∈[a,b].另一方面，我们知道

HmS(a)=1mu,(z),
s(a)=m()-u,(x)

因而等式 limS(x)=S(xg)即可写为
z++o

m2m(x)=2!mm(x).
这就说明：当级数一致收敛且其各项都连续时，无穷多项之求和运算

与求极限的运算可交换次序.

应当指出，这个定理中的闭区间[a,b]可以换成开区间或半开半闭的
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区间，定理依然成立.

f(x)-三2-sin8在(-~,+)上连续。例 12 证明：

证 设u(x)=2-*sin3“x(n=1,2,⋯),u(x)在(一～,+～)上连

续，且

lu?(x)|-12*sin 32x|≤2~-2

烹.()在(-≈,+～)上一致收做，于是由定理6.f(x)在利用定理3,
(一????连续，证毕.

f(a)=2例13 证明： 在(0,2π)上连续.

2证 由例9的结论可知， 在[8,2π-8]上一致收敛，其中δ

是(0,π)中任意一个值.对于任意一点xo∈(0,2π),存在δ∈(0,π),使得

Io∈(δ.2π-δ),根据定理6, 的和雨数f(x)在[δ,2π-δ]上连

续，特别地，f(x)在点x。连续.由于x。是(0,2x)中任意一点，即得f(x)在

(0,2π)上连续.证毕.

定理6告诉我们：和函数的连续性是连续的函数项级数一致收敛之必

要条件.因此，定理6也为判别函数项级数的不一致收敏提供了途径.

推论 设X是一区间(开区间、闭区间或半开半闭的区间),若u。(x)

s(x)-2m.(x)在X上不连蝶，则(n=1,2,⋯)在X 上连续，但和函数

2m.()级数 在X上不一致收敛.

-x').显然其部分和例14考虑级数

s.(x)=a-1)=x-x,
收敛域为(一1,1),和函数为

s(a)-{,’当-L<r<1
和函数在(一1,1)上不连续(实际上仅在端点x=1处不连续).由推论可知，
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该级数在(-1,1)上不一致收敛.

当然，不用推论而直接证明上述级数的不一致收敛性也是容易的.

下面我们来讨论和函数的积分是否等于级数中逐项积分之和的问题.

设有n个函数u?(x),k=1,2,⋯,n,其中每一个函数在区间[a,b]上

都连续.那么,它们的和函数

S,(x)=u?(x)+⋯+u.(x)

在[a,b]上连续，且其积分等于逐个求定积分之和，即

「s,α)dx=(x)dr.
这是大家所熟知的事实.这个事实可以看作有夯项的求和运算与积分运算

可以交换：

「点u(x)dx=?(x)dx.
我们的问题是：这样的性质是否对无穷项求和(即函数项级数)也成立?这

个问题的结论是：不一定总能这样做，这需要一定的条件· 级数的一致

收敛性.

Au.(x)在[a,b]上一致收敛，且其每一定理7(逐项求积)若级数

s(a)=2a.()在项u(x)(n=1,2,⋯)在[a,b]上都连续，则其和函数，

[a.b]上可积，且可逐项积分，即

?s(a)dx=(x)d.
证 在所给条件下，由定理6知§(x)在[a,b]上连续，因而在[a,b]上

可积.余下只须证明上述等式成立即可.

设e是任意给定的正数.取ε'=e/[2(b-u)].根据级数的一致收敛性，

对于e'>0,存在N使得

s(a)-(x)|<e,只要n>N,x∈[a.b].
也即当n>N时，下述不等式

(x)-e1<su)<wa)+x
对于[a.b]中的一切α成立，对上述不等式两端积分，我们有：当n>N时，
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[()dx-8(6-a)≤「S(x)dx≤(x)dx+e(b-a),
也即当n>N 时，

?s)dx-f(x)dr|≤(b-a)<e.

是数项级数[()dx这里 之部分和.上述不等式表明

S(x)ur,也就是说，该数项级数收敛，且其和为

「s(x)dx=fm(x)d:.
这就证明了我们的定理.证毕，

2m,,求定积分例15我们考虑级数

[dx(o<a<10.
解 首先我们证明该级数在[0,a]上一致收敛，事实上，当x∈[0,a]

时，我们有

lar*l≤na",n=1,2,⋯,

2m在[0u上-3m而级数 是收敏的.由强级数判别法可知，级数

致收敛，由定理7我们有

[2m()ds-dx-+
与逐项求积的问题相类似，我们可以提出逐项求导的问题.这个问题的

回答较复染，需要较多的条件才能保证这样做的合理性.

2u.(x)在[a、]上点点收敏，定理8(逐项求导数) 设函数项级数

2(x)在un(x)的导函数x(x)(n=1.2,⋯)在[a,b]上连续，且级数

S(a)-Zn.()在[a4]上可导，且可逐项[a,b]上一致收敛，则和函数

求导，即有

s'x)=2m(x),x∈[ab].
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并且S'(x)在[a,b]上也连续。

烹(x)在[a、s]上点点收微，设其和函数证由所给条件知，级数

为φ(x),即

p(a)-烹∵(a),α≤x<h.
(a)在[a,b]上任意取定一点x.由 的一致收敛性及定理7知，级数

Sx,(a)在区间[a,x]上逐项求积，即有

[e(x)dx=(a)dx=2t(x)-u.(a)]
=()-(a)=S()-S(a).

由于x为[a,b]内任意一点，故上式对一切x∈[a,b]都成立，即有

?(x)dx=s(x)-S(a),a≤x≤b.

2(a)的一致收敏性、根据定理6.g(x)是另外，由u(x)的连续性及

连续的，因此，上式中左端是一个连续函数的变上限的定积分，从而是可导

的.对上式两端求导数，即得φ(x)=S'(x),也即

s(x)=点m,(x)
S'(x)的连续性由φ(x)的连续性推出.证毕.

例16证明：级数

3- (0<x<+~
的和函数S(x)在(0,+0)上有连续的导函数.

证 首先，对任意取定的x∈(0,+0),该级数是交错级数，并且通项

单调趋于零，因而用莱布尼茨判别法即可知级数在(0,+m)上是点点收敛

的.故其和函数S(x)在(0,+~)上有定义.下面证明S(x)在(0,+~)内任

一点处都可导且其导函数连续.

现在由于2u()-(-1*”在(0,+~)上不一致收做，故不



§4西数项级数 289

能在(0,+o)上直接应用定理8.但我们注意到⋯个事实，那就是级数

2(-1y在任意的闭区间[a,b]C(0,+~)上都一致收敛.这一点保
证了和函数S(x)在任意闭区间[a,b]二(0,+m)上有连续导数，从而在

(0,+0)中 每一点均如此.下面是严格的证明.

对于任意一点x?∈(0,+),取区间[a,b]C(0,+心),并使xn∈

(a,b).不难验证该级数在[a,b]上满足定理8的条件：事实上，该级数在

[a,b]上显然点点收敛；而其通项的导数

[-1]÷~]′=(-1e~(m=1;2⋯)

烹~收效，在[a,b]上连续；并且|(-1)"e-～|≤e⋯(a≤x≤b),而级数

因而

2[-1]~÷~]=-)~e
在[a,b]上一致收敛.于是由定理8,S(x)在区间[u,b]上可导，且导函数

S′(x)在[a,b]上连续.特别地，S(x)在x?处可导且S'(x)在xo处连续.

由于xu是(0,+???的任意一点，以上结果说明：S(x)在(0,+co)

内任一点处都可导，且S'(x)在(0,+co)内任一点处都连续.证毕，

例17 证明：ln(l+x)-(-1~(-1<x<1),

2-1-证 显然，级数 在(-1,1)上收敛.设其和函数为S(x).

为求S(x)的表达式，我们采用先求导、再积分的方法.即先求出S'(x)的

表达式，再利用

s(x)dx=S(x)-S(0)
求得 S(x).

所给级数的通项的导数所组成的级数是

2[-]~=]=2-1~x.
这个级数在(-1,1)上并不一致收敛，为了应用定理8,我们任意取定常数

(-1)~x~在[-a·a]上一致收敛(用强级数判a,0<a<1.这时级数
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别法),在[-a,a]上应用定理8,我们有

s^()-烹[(-D~=]
=2(-1a (-a<x<a).

2(-1*x z显然， 的和函数为： 因此，上式可写成

s(x)=+ (-a<x<a).
由于a是任意选定的0至1之间的数，故上式对一切x∈(一1,1)均成立，

也即

s′(x)=1+(-1<x<1).
对上式两边求积分得

fs'(x)dx-?,i+zdr-1n(1+z).
也即S(x)~S(0)=1n(1+x).但S(0)=0,这就证明了S(x)=ln(1+x).

证毕.

习题10.4

1.求下列级数的收敏域：

(1)(he); (2)2(); (3)sm
2.讨论下列函数序列在所示区间内的一致收敛性：

(1)f.(x)=z+x·-<x<+;
(2)f.(x)=√r1+e-*,-0<x<+%+

(3)f.(x)-in(1+晋), (i)-l<x<t,(ii)-α<x<+公；

(4)f.(x)-1+mx·0<x<1;

(5)f.(x)-3+, (i)0≤r≤1-8(0<8<1),(i)0<x<1

热示：考虑点列π.-√F二)。
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→19-0的00说法)·0<x<1 (提示：利用：

3.讨论下列级数在所示区间上的一致收敛性：

(12-1Y# -0<x<+

5(#-5+i),-1<x<1;(2)

开-~<r<+~,(3)

3+(4) -<x<+x(辊示：利用不等式μ2+b22ub);

af·o<x<+(5)

·O≤x≤2x,(6)

5(-1~2e~*,-~<x<+.(7)

4.证明：级数

f(a)=2sn2
在(-m,+心)中一致收敛，且有连续的导函数，

5、证明：级数

g(x)-esn
在(一?~)中不一致收敏，但在任意闲区间[-M,M](M>0)上一致收敬，并证明

g(x)任(一：,+心)中有连续的导函数，

6.证明：缓数

kk)-÷
在任何区间(1+8.+心)巾一致收致(δ>0).并证明级数

F
在任何区间[1+δ,+o]中一致收敏(8>0),从而导致函数ζ(x)在(1,十的)中有连续

的异丽数ζ(x),这里ζ(x)是著名的黎曼ζ函数.

7.设p>0,证明：函数
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f(x)-2
在(-～,+x)中有连续的导函数.

8.以2a收敛.证明级数 在[0,+~]中一致收敏，并有-
20,+)中的连装性)提示；注意

§5幂 级 数

本节我们讨论一类特殊的函数项级数——幂级数.其一般形式为

(x-x?y2=a.+a,(x-xh)+⋯,
其中an(n=0,1,2,⋯)是常数，称作幂级数的系数.

幂级数是一类最简单的函数项级数，也是最常用的函数项级数.它的部

分和是多项式，因此，幂级数可以看作多项式的一种推广.比起一般函数项

级数，它有许多独特性质.

1.幂级数的收敏半径

2a(x-r)幂级数的特点之一在于： 的收敛域要么是一个点

{x},要么是以x。为中心的一个区间(可能是开区间、闭区间或半开半闭

的区间).该区间长度之半称作收敏半径.

现在我们先来证实幂级数的这一性质。

为了讨论简单起见，我们只讨论形如

Sax?-ao+a?x+a?x?+⋯
a.α-xm)”的幂级数.而一般形式的幂级数 通过一个简单的变量替换

a,显然，我们若证明了都级数；在一个以t=x-x就可以换成

2(x-x)一t=0为中心的某个区间(可能退化成一点)中收敛，那么
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2ax与2a,(-定在以x。为中心的同样长度的区间中收敛.总之，

xn)"有相同的收敛半径，所不同的只是收敛区间的中心不同罢了.

在点x?(xι≠0)处收敏，则对满足不等式引理(1)若幂级数

lx|<|x:l

Sax的一切x,幂级数 在x处都绝对收敏.

(2)若暴级数 在点xz(xz≠0)处发散，则对于满足

lxl>|x?l

2ax的一切点x,幂级数 都发散，

a证 (1)由 收敛知ax”→0(n→c~).因而序列{a xj}必有

界，即存在常数M>0,使

|ax”|≤M(n=0,1,2,⋯).

于是，任意取定一个x≠0:|x|<|x?|,都有

|ax|=1axr1·||≤M||

<1.由于 因 而 等比级数 收敛，由比较判别法知级数

2|ax收敏，即2绝对收敛.
(2)用反证法证明引理中的结论(2):若有一点xy,满足|xsl>lx?|,

ax; x而使级数 收敛，则由(1)可推知级数] 绝对收敛，这与假设

矛盾，证毕

由引理可看出，若幂级数 在x(不妨设r?>0)处收敏，则区

间(一xi,xi)属于收敛域，而若幂级数 在xz(不妨设rz>0)处发

散，则两个区间(一心，-xz)与[x?,-]都属下发散域.

根据这样的讨论，可以看出如果幂级数， 除x=0之外还至少有
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一个收敛点，并且至少有一个发散点，那么这时收敛点与发散点在正半实轴

与负半实轴各有一个分界点，而且这两个分界点关于原点对称.这也就是

说，存在一个正实数R,使得 在(一R,R)内收敛，而在(一，-R)

及(R,+0)上发散.至于在x=R或x=-R,我们无法断言其收敛或发

散，要根据具体幂级数而定(见图10.7),

-x? -R -x1 0 x? R x? E

图 10.7

x当幂级数 只在x=0收敛而在任意一点x≠0均发散时，我们

认为R=0.当幂级数 在(-～,+心)上处处收敛时，我们认为R

=+0.
这样，我们证明了下述定理.

ax,定理1任意给定幂级数 ,存在一个非负数R(R可为+心),使

(1)当|x|<R时，级数 绝对收敛；

(2)当|x|>R 时，级数 发散：

(3)当x=R或x=-R 时，级数 可能收敛，也可能发散.

这个定理中的结论(1)与(2),已在前面做了说明.为了说明(3),我们看

2两个例子.对级数 ,显然R=1,也即在(-1.1)内收敛，而在

(一四，-1)及(+1,+~)上发散.但此级数在x=1及x=-1处均发散.

2*另外，不难看出级数 “所对应的R也是1.但它在x=1处收敏而

在x=-1处发散.请读者自己举例使级数在x=-R处收敛而在x=R处

发散，

2定义定理1中的非负数R称为幂级数 的收敛半径，开区间

(一R,R)称为该级数的收敛区间.
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例1求幂级数

的收敛半径、收敛区间与收敛域. ⋯,解 任意取定x,当|xl>1时， 即级数一般项不趋于0,故级

数发散；当|x|<1时，令u=x”/√π,则有

tm|“|-m√+Tlxl=|x|<1,
这时由达朗贝尔判别法知级数绝对收敛.

又不难看出当x=1时级数发散，当x=-1时级数收敛.所以收敛半
径R=1,收敛区间为(-1,1),收敛域为半开半闭区间[-1,1].

下面给出收敛半径的一般求法，即根据幂级数的系数来确定收敛半径

的方法.

Sx定理2若幂级数 的相邻两项的系数之比有下列极限：

t|-1可为+),
则该级数 之收敛半径R 为l之倒数，更确切地说，

(1)当0<l<+0时，R=1/l;

(2)当[=0时，R=+co;

(3)当{=+c时，R=0.

证 任意职x≠0,令u。=ax”,则

⋯|-||1x1.
根据假定我们有

tm|a|=1·x 1.
(1)当0<l<+0时，根据达朗贝尔判别法，当l|x|<1.即|x|<1/l

Sa a时级数 绝对收敛，而当llxl>1,即lx l>1/t 时级数

发散.因而收敛半径为R=1/!.
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(2)当2=0时，对任意取定的x∈(一o,+0)\{0},都有

iml|=o<1,
Sx故级数在x处绝对收敛，又级数 显然在x=0收敏，因而级数在

(-0,+心)内点点收敛，于是R=+.

(3)当l=+o时，对任意x≠0,都有

!m||=+,
即π 充分大后，有

|.+>1.

Eax从而在任意x≠0处，级数 发散，于是R=0.证毕.

例2 求下列幂级数的收敛半径和收敛域：

rx,(202Mx,(3)2(-1y~2m+!*.(1)

a,=n),解 (1)令 ,则

x根据定理 2,幂级数 的收敛半径R=+0,收敛域为(一co,+o).

(2)令a.-)”.则

la.l-,+t'm+D·
m+1D=1,则1mTa.-1,即1-1.由定理2.需级数的收不难算出1

R=-=1.敏半径

当x=1时，级数为 此级数收敛；当x=-1时，级数为
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,此级数发散，于是 的收敛域为[-1,1].

(3)这个级数中，x的奇次方幂的系数全为0,即azn-t=0,不能利用定

理 2中的公式去求收敛半径 R.一般有两种方法来求R,

方法一直接利用比值判别法.

任意取定x≠0,令u,=(-1y~ 2”,则

im a.=lim n++nle12=|z1.
由此看出，幂级数当|x|<1时绝对收敛，当|x|>1时发散，因而收敛半径

R=1.

当x=±1时，级数通项(-1)~-2n+1→0(n→~),故交错级数

2-1-2m+发散.
2-1~m1于是 的收敛域为(-1,1).

方法二 变量替换法.

2(-1y~3m+1r.令a.-(-1y~n+1,令t=x2,级数化为 ,由于

lim a-I a+D+D-1,
2(-1~m则 的收敏半径R=1,收敛区间为(一1,1).

再考察原始的变量x.当|x|<1时，t=x2∈(0,1)在收敛区间内，则原

级数收敛；当|x|>1时，t=x2>1,则原级数发散.因此函数项级数

≥(-1~2m的收敛半径R=1.
同方法一讨论x=±1时级数的收敛性，得到所给幂级数的收敛域为

(-1,1).

例3求幂级数

+(-2(+1y·
的收敛半径、收敛区间与收敛域.
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解 令i=x+1,级数化为

22+-,
13不难算出 的收敛半径为lim=3,因而级数 收敛区间为

(-3÷).又当=号 2a为时，级数.

2=
2*发散；当1=-号 Sau./是→1(a→~~),因而级数 时，级数，由于

为

5-1y3+m2-(-1,

(子)其中 ,这是一个交错级数，并且可以证明当n充分大后

Va+y≤ya.事实上，

tm[(-3)*-(n+1)(-3)]-o.
故当n充分大时，我们有

(-3)~-(n+1)(-音)"<1,
也即

+(-3)”)-(n+1)(t+(-3)’)<o,
从而得到v+<v..另外，很容易看出，v,→0(n→~),于是交错级数

(-1v.I 2a (-33).收敛.总结前面讨论可知，级数 的收敛域为

这样，原来的级数

±(-1”Z(a+1y·
(-1-}.-1+3)-(-3.-号)的收敛半径为 而收敛区间为 ,收敛13
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(-3.-3).域则为

例4求幂级数

音*++⋯++⋯
的收敛半径与收敛域。

解 该级数中有很多项的系数为0,故不能直接应用定理2中的公式

来求收敛半径.但这时可直接利用比值判别法，

a?-.任意取定x≠0,令， .这时有

由此即可看出，幂级数当lx|<1时收敛，当|x|>1时发散，也即收敛半径

R=1.此外，不难看出该级数在|x|=1时也收敛，因此收敛域为[-1,1].

关于寡级数的收敏半径，我们也可以基于柯西判别法给出其公式.

Zx定理3设幂级数 ”的系数成立下列极限式：

lim√]anT=!(!可以为+~),

则该级数之收敛半径R为!的倒数，更确切地说，

(1)当O<1<+≈时，R=÷;
(2)当{=+≈时，R=0;

(3)当{=0时，R=+~,

这个定理的证明与定理2的证明完全类似，只是将其中的达朗贝尔判

别法换作柯西判别法就足够了.

定理3中求幂级数收敛半径的公式有时也称为柯西公式.应用这个公

式很容易求出例3中级数的收敛半径：事实上，这时

p+evr-.J+cn(),
13故其收敛半径为- .读者也不妨利用柯西公式重新考察其他例子中幂级数

的收敏半径.
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例5 求下列幂级数的收敛半径和收敛域：

(2)2+(1):

解(I)令ax=n”.不难求出

lim√Ta?T=limn =+.

由定理3,需级数的收敏半径R-0。总只在x=0收敛，收敛域为(0}.
a.=g+g(2)令 ,不难求出

im /la,T=m +-
由定理 3,幂级数的收敏半径R=5.

S,当x=±5时，级数通项为 当 n→的时，它不趋于 0.故

+(±5)·发散.
+从而 的收敛域为(一5,5).

2.幂级数的性质

幂级数在其收敛区间内有一些很好的性质，或者说在一定条件下，它具

有多项式的一些性质.

2与x的首先，我们指出幂级数的四则运算.设两个级数

收敛半径分别为R 与R?(R,·R?≠0),令R=min(R),R?),由级数收敛

的定义及绝对收敛级数的性质不难证明，在区间(一R,R)内，有

S±2bx=(a±b.)x*,
(2ux)·(2bx)=abo+(ab+a?b)x+⋯

+(agbn+a?b+⋯+anbo)x*+⋯

-点x
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-点b.其中

幂级数之所以能做这样的乘法运算是基于它在其收敛区间内绝对收

敛.

3x与2bx当b≠0且|x|充分小时，两幂级数 可相除，它们

的商也是幂级数：

其中系数co,c?,⋯c,,⋯可由关系式

2x-
所推出的一系列等式：

bncp=do,

buco+bacu=41·⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯
b?ca+b?-ic?+⋯+buc,=a,,⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

递推地确定.只是商级数的收敛半径很难确定，一般来说，要比R?,R?小得

多.

其次我们讨论幂级数的连续性、可积性与可微性.为此先讨论其一致收

敛性.

设幂级数 的收敛区间为(一R,R).它在(-R.R)上不一定一

致收敛.例如我们已知级数

SF-1+x+x2+⋯+x+⋯
在(一1,1)上点点收敛，但它在(-1,1)上并不一致收敛.但可以证明(见下

在(-R,R)内的任意一个闭区间上都一致收面定理4);幂级数

敛.此性质称为幂级数在收敛区间中的内闭一致性.
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定理 4设幂级数 的收敛半径为R>0,则

在区间[-b,b]上一致收敛；(1)对任意正数b<R,级数

(2)若幂级数 在右端点x=R处收敛，则它在[0,R]上一致收

敏；

(3)若幂级数 在左端点x=-R处收敛，则它在[-R,0]上一

致收敛.

证(1)当x∈[-b,b]时，有

|ax”|=|an|·|x*|≤|an|h”,

≥|a而级数 |b"收敛，于是由强级数判别法知幂级数 在区间

[-b,b]上一致收敏.

烹改写为(2)将幂级数

ax=2aR·(责)
a.R由所设条件知数项级数 收敛(这可认为它在[o,R]上一致收敛);

()}单调下降且又对取定的α∈[0,R],序列

()|<1(a-1,2⋯),
即一致有界.由阿贝尔判别法知级数 在[0,R]上一致收敛.

(3)证法与(2)的类似.证毕.

利用幂级数的内闭一致性，即可推出幕级数的连续性、可积性与可微

性.

2x定理5幂级数 的和函数S(x)在其收效区间(—R,R)内连

x续.又若幂级数 在x=R(或x=-R)处收敛，则S(x)在x=R(或

x =-R)处左(右)连续.
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证 在(-R,R)中任取一点xn,必存在正数b<R,使xa∈(一b,b)

ax在闭区间[-b,b]上一致收敛.又(见图10.8).由定理4知，幂级数

幂函数a(n=0,1,2,⋯)显然在[-b,b]上连续，于是由本章§4中定理

6知，该幂级数在区间[一b;b].上连续，特别在点x。处连续.由于x。为区间

(一R,R)内任意一点，因而S(x)在(-R,R)内连续.

-R -b 0
xo
b R x

图 10.8

当幕级数 在x=R处(x=-R处)收敛时，则它在[0,R]

([-R,0])上一致收敛，与上述论证同理可推出它在[o,R]([-R,0])上连

续.证毕.

定理6幂级数 的和函数S(x)在收效区间(—R,R)内任一

闭区间上可积，且可逐项求积分，并有

?suod=[axt=≥+*(-R<x<R).

烹在闭区间证 在(一R,R)内任意取定一点x,则幂级数

[-|x|,lxl]上一致收敛，特别在[0,x]或[x,0]上也一致收敏，由本章

Sx§4中的定理7知，幂级数， “在[O,x]或[x,0]上逐项可积，由此即可

推出上述等式成立.证毕.

2ax推论由解级数 逐项积分所得的新幂级数

2
2x的收敛半径R?≥R,其中R为幂级数 的收敛半径.

证 由定理6看出，区间(-R,R)内的每一点都是级数

的收敛点，故其收敛半径R?≥R.证毕，
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利用幂级数的逐项可积性，可求一些级数的和函数。

例6求级数

的和函数，并求 的值.

解 先求其收敛区间.由于上述级数只有偶次项，所以不能直接利用定

理2中的公式求收敛半径，我们直接利用比值判别法.任意取定x≠0,令

u.=1,则

“|=20m÷lx→|x,n→,
由比值判别法可知级数的收敛半径为R=√2,

又当 x=±√2时，u,-2n2(n=1,2,⋯),因而级数发散.于是该级数

的收敛域为(-√2,v2).设其和函数为S(x),即

s(x)-,-<x<√E.
由定理5知，S(x)在(-√2,√2)内是连续的.为求S(x)的表达式，可先求
其原函数，再将其原函数求导，即可求得S(x).由定理6知，对 Yx∈

(-√2,/2),有

su)a==2=2

热)号
将上式两边求导，即得

s(ua)-{z==)-±-<x<E.
特别当x=1时有S(1)=3,即

221=3.
?x定理7幂级数 的和函数 S(x)在其收敛区间(-R,R)内可



§5菲级数 305

导，且可逐项求导，即有

s^(x)-≥(ax*)′-5mx3,-R<x<R.
证 对于任意取定的x∈(-R,R),存在正数b<R,使|x|<b.只须证明

2a幂级数在区间[—6,b]上满足本章§4中定理8的条件.显然，幂级数

在[-b,b]上处处收敛，且(ax”)’在[-b,b]上连续.余下只须说明级数

≥(a)′=
在[-b,b]上一致收敛、我们准备用强级数判别法.为此，选正数r,使

b<r<R(见图10.9).当-b≤x≤b时有

lmx|≤nla,16~=lar()
-r xo 5
o-R R x-方 b

图 10.9

a1又由于级数 收敛，其一般项有界，即存在常数M,使

|aur"|≤M,n=1,2,⋯.

将此式代入上式得

lmax*≤(),n=1,2⋯.
由于<1,因面级数 收敛，于是级数24(4) 点m.x*在[-b,k]
上一致收敛.由本章§4中的定理8知，S(x)在区间[-b,b]上可逐项求导，

特别在点x处可逐项求导.由于x是(一R,R)内任意一点，因而S(x)在

(-R,R)内可逐项求导.证毕.

2x推论 1幂级数 的收敛半径 R?≥R,其中R 为解级数

x”的收效半径.
证明留给读者.

x推论2 R?=R?=R.即幂级数 的收鲛半
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S径都等于霖级数 的收敏半径.

Sx 之+证 幂级数 可看成是由幂级数 逐项求导所得，

因而由此处推论1可得R≥R,.另一方面由定理6的推论已得R,≥R,故

必有R,=R.同理可证R?=R.证毕，

推论 3幂级数 的和函数S(x)在收敛区间(—R,R)内有任

意阶的导函数，它们都可由逐项求导数而得到，即

s“(x)=2x*)=(-1⋯(-A+1)x,
k=1,2,⋯,

且它们的收敏半径都是R.

例7求级数

x-否++⋯+(-1)⋯+⋯

2(-1的和函数，并求 的值.

解 不雄算出此幂级数的收敛域为(一1,1).设其和函数为S(x),即

sx)=2-1y~,-1<x≤1.
由定理7知，S(x)在(-1,1)内可逐项求导，即有

s^()-(-~x

-2-x*-1+-1<x<1
两边求积分得

fs')d=?。+=ln(1+z),
又?S′(t)dt=S(x)-S(0)=S(x),因而得

S(x)=1n(1+x),-1<x<1.

2-1又因为级数 在x=1处收敛，由定理5知，S(x)在x=1

处左连续，于是有
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s(1)-lin,S(x)= limln(1+x)=ln2.

≥(-1y~-ln2.由此推出

例8求幂级数

x-÷x?+⋯+(-1)~2n+T*+⋯
≥(-m+的和函数，并求级数 的值，

2-1 +1解不难算出级数 的收敛域为[-1,1].设

sa)=(-1)zn+x**,-1≤x<1.
在(-1,1)上对此级数逐项求导得

s^a)=2(-1yx*=1+-1<x<1.
两边求积并注意 S(0)=0,得

s(x)=?s'u)d=[i+d
=arctanx,-1<x<1.

2-1+1再由级数 在x=±1处收敛推知S(x)在闭区间[-1,1]

上连续，于是可将上式延折到闭区间上，即

S(x)=arctanx,-1≤x≤1.

亦即

≥(-1)zm+=arcianx,-1≤x≤1.
特别地，

2-v~ n+1-arcml=章.
例9求下列幂级数的和函数：

:(2)2≠,(3)≤m(n+1z**.(1)

解(1)由本章§3中例6知此级数的收敛域为(一～,+一),其和函

数记为S(x),即
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sa)=,x∈(-,+)
应用定理7.

s'x)=2m-2
--s().

虽然没有能够直接求出S'(x)的表达式，但是我们得到了和函数所满足的

微分方程，解得

S(x)=Ce,

其巾C是常数.容易发现初值条件S(0)=1,故C=1,即得

+=e,x∈(-0,+).

点和(2)不难求出 的收敛域都是(一，+0).利

用幂级数的四则运算性质，

2"x=2x+
2+-c.下面*求由(1)的结论 的和函数.

还是利用四则运算性质，

S+x-2-x=h
-S+x+2-2mDr+
-x++-+)

于是

≥+x=e(x2+x+1),x∈(-≈,+~).
(3)令a.-y=n(n+1),则

“|-l→1,m→~,
则幂级数的收敛半径R=1.当x=士1时，级数通项为u=n(n+1)(士1)".
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当 n→～时，u。>0,说明幂级数在x=±1处发散.因而收敛域为(一1,1),

幂级数的和函数记为S(x),即

s()=2m(n+1x~1,-1<x<1.
注意到(x^~l)"=n(t+1)x"-1,利用幂级数的逐项求导性质，

s(x)=≤(y=(x),
其中

则

s(r)-(二)”-n2y·-1<x<1.
习题10.5

1.求下列幕级数的收敏半径：

云 , 3fx.(1) (2) (3) (4)

2.求下列靠级数的收敛区间与收敛域：

(1)x+++⋯,
(2)14+2+⋯++(a>0);

(3x~3:1+s-sT-⋯+(-1Y Fn. FDT +⋯
烹六()`:(4) (5)x+x1+x?-1⋯+x2*++⋯;

≥(3~5~>x*; 点(÷+e}·(6) (7)

(8)(s+5)x, 2(+÷+⋯+÷)x(9)

a+H×*(10) (提示：为讨论在x=±1处的敏散性，请见习题10.3第1

题中(11)小题);

a1)(提示；为证明在x=2±e处级数发散，请注意π+ila
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>1m=1,2⋯);
3.求下列幂级数的和函数：

(1)2(n+Dx*; (2)2-1~(2n-1x
2(-1~*,+D 5z-r*;(4)!

≥+1x*
(3)

(5) (6)

+T(7)

§6泰 勒 级 数

在本章§5中，我们讨论了幂级数的收敛域，以及在收敛域内幂级数的

和两数的性质，现在我们研究相反的问题：已知一个函数f(x),要问能否找
到一个幂级数，使这个幂级数的和函数在某一点附近正好是事先给定的函

数 f(z)?这就是所谓的函数的幂级数展开问题.

1.幂级数展开的必要条件与泰勒级数

我们先讨论这样一个问题：设给定函数

y=f(x)(xa-R<x<xo+R),

假如它能展开成一个幂级数，也即

fa)-2.(x-rw),
那么f(x)应当具备哪些性质?换句话说，函数能展开成幂级数的必要条

件是什么?

我们知道幂级数在其收敛域内无穷次可导，即有任意阶的导数.因此，

若函数y=f(x)在(x?-R,x?+R)上能展开成幂级数，则它必然在此区间
内有任意阶导数.也就是说，可展成幂级数的函数限制在有任意阶导数的函

数类之中，而不是随便什么函数都可以这样做、

现在，我们来讨论另一问题：假如函数y=f(x)能展开成幂级数，即

f(a)=2a.(x-x)°,&n-R<x<xo+R,
那么幂级数的系数a。应如何确定?
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我们有下面的定理：

S(x-xy定理I设级数 在区问(xo-R,xo+R)内收敛于函

数f(x),也即

f(x)=2a,(x-xY~、xa-R<x<ao+R,
那么,该幂级数的系数α。与函数f(x)有如下关系：

a.-n+f(x?),m=0,1,2⋯,
这里 fí9Y(xo)=f(xo).

证 证明是十分容易的.显然，f(xo)=au.由幂级数的性质知，这时

f(x)在区间(xo-R,ro+R)内有任意阶的导丽数，且可逐项求导，于是

有：

f'(x)=a?+2a?(x-ro)+⋯+na,(x-xo)*-'+⋯,

f”(x)=2a?+6ag(x-ro)+⋯

+n(n—)a,(x-xo)"-2+⋯,⋯⋯⋯⋯
f(x)=n!an+(n+l)!a-(x-xn)+⋯,⋯⋯⋯⋯

在以上各式中，令x=xg.即得

a.=÷f~(xo),=1.2⋯.
证毕.
定理1说明，对于事先给定的函数f(x),若有一个幂级数收敛到

f(x),则这个幂级数的系数是唯一确定的，因而该幂级数也唯一确定了，必

为

)a-
这一性质简称为幂级数展开式的唯一性.

设y=f(x)是任意给定的函数，并假定它在x。处有任意阶导数，这时

级数

-x)·
称为f(x)的泰勒级数，记作
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f(x)~{()a-x.y.
这里应当提醒读者，当谈论一个函数的泰勒级数时，我们并没有涉及泰勒级

数的收敛性，也没有涉及它是否收敛于给定的函数等问题.

特别当xo=0时，形如

2x
的级数称为f(x)的麦克劳林级数.

自然会提出一个问题：一个函数f(x)的泰勒级数，是否一定收敛到

f(x)呢?遗憾的是，回答是否定的.例如对于函数

(a)-{5.x=8
在本书上册第四章§4中已经证明f(0)=0(n=0,1,2,⋯).于是f(x)
的泰勒级数为

0+÷x+22x+⋯++⋯
它显然收敛于S(x)=0.x∈(-0,+?但除x=0外，f(x)≠0,即函数

f(x)的泰勒级数除x=0外，在其他点处并不收敏到f(r),

若一个函数的泰勒级数并不收敛到这个函数，那么由定理1知，也就没

有其他的暴级数能收敛到这个函数了.这时，我们称这个函数不能展开为幂

级数.若一个函数的泰勒级数收敛到这个函数，则称该函数能展开成幂级

数.这时称其泰勒级数为其泰勒展开式.

在现代数学文献中，常用C~表示有任意阶导数的函数类，而用C”表

示可展开成幂级数的函数类，前面的讨论说明了C~CC~且C≠C”,也就

是说，C~严格包含于C~之中.

2.函数能展开成幂级数的充要条件

现在我们来研究一个函数的泰勒级数何时收敛于该函数.研究这一问

题的主要工具是带余项的泰勒公式.

设y=f(x)在x=r?处有任意阶导数.又设

fa)~2-x),
上述级数的前(n+1)项之部分和为
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s⋯(x)-f(z)+f(x)(x-xo)+-)
+⋯+,f(z?)(x-zw)".

令R(x)=f(x)-S(x),也即

R.(x)=f(z)-f(x?)-2(x-xn)-x-xn)2

-⋯-f()(e-z)”.
回顾第四章§4,这恰好就是函数 f(x)的泰勒公式之余项.

根据级数收敛的定义，显然f(x)的泰勒级数在点x处收敛于f(x)是

指其泰勒级数的部分和S,(x)收敛于f(x).于是，我们有下面的定理：

定理2设函数f(r)在含有点xo的某个区间(a,b)内有任意阶的导

函数，则f(x)在(a,b)内能展开为秦勒级数的充要条件是.

limR,(x)=0,x∈(a,b),

其中R。(r)为f(r)的泰勒公式的余项.

我们知道，泰勒公式的余项R,(x)可以表示成

R.(x)“n+r f**(xo+0(x-x?))(x-2o),
其中0:0<θ<1.这称作拉格朗日余项.利用这个余项公式，可以证明基本

初等函数sinx,cosx,及e2的余项都趋向于0,因而它们都可以展开成幂级

数.但是，对于 arctanx 及In(1+x)等函数，用拉格朗日余项则不易证明余

项R,(x)趋于0,因而须用其他方法或其他形式的余项公式来解决问题.下

一段我们详细讨论若干基本初等函数的幂级数展开式.

3.初等函数的泰勒展开式

(1)e”的泰勒展开式

(e2)“|=1(n=显然，e2在(-～,+0)内有任意阶的导函数，且

0,1,2,⋯),因而其泰勒级数为

1+x+z÷x2+⋯+,÷x+⋯x∈(-≈·+).
又其余项R(x)满足
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R.()|-|m+Drx"|≤+Dlx l,
对任意取定的x∈(-o,+~>)~D;|z|→0(n→>),因而R.(z)
→0(n→0),于是由定理2知，e的泰勒级数收敛到e*,即有等式

E-1+x+z+x2+⋯++x+⋯(-≈<x<+~),
(2)sinx 与 cosx 的泰勒展开式

sinr 在(-0,+m)内也有任意阶的导函数，且其余项R?(x)可表为

R?(x)=(-1)c?a+T(-o<x<+0≈,0<9<1).
对任意取定的x∈(一o,+0),有

IR(x)l≤m+Tlx|→0(n→~)。
因而 sinx的泰勒展开式为

sinx=x-++⋯+(-1)~c)T+⋯
(-o<x<+?

同理，cosx 的泰勒展开式为

cosx=1-+++⋯+(-1) 2T+⋯
(-a<x<+o).

(3)arctanr 的泰勒展开式

由本章§5中例8以及幂级数展开式的唯一性知，arctanx 的泰勒展开

式为

arctanx-x-+否+⋯+(-1)“2n+1+⋯
(-1≤x≤1)

(4)1n(1+x)的泰勒展开式

由本章§5中例7以及幂级数展开式的唯一性知，ln(1+x)的泰勒展

开式为

n(1+x)=z-零+号+⋯+(-1)~+⋯
(-1<x≤1).
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(5)(1+x)°(a为任意实数)的泰勒展开式

当α为正整数时，根据二项式定理，(1+x)°在x=0处的泰勒展开式

只有α+1项，因此我们只讨论a不是正整数的情况.

本书上册第四章§3中已证明了(1+x)*的泰勒公式为

(1+zy-1+ax+°2-Px2+⋯+a-)-(-n+1x·
+R,(x)(-1<x<+0).

对于这个函数的泰勒公式的余项若应用其拉格朗日形式则不能证明余项趋

于0.为了证明这里的R。(x)→0,我们需要给出余项的另一种形式.

命题(泰勒公式中的柯西余项) 若函数f(x)在含有x。的区间(a,b)

内有直到(n+1)阶的导数，则其泰勒公式

f(x)=f(xo)+f1(x?)(x-x?)+⋯

+,÷f(z)(x-x?}*+R,(x)(a<x<b)
中的余项可表为

R,(x)=f。-x?)a-0)(x-x)(o<θ<1).
此式称为柯西形式余项，

证⑦ 在(a,b)中任意取定一点x,做辅助函数

F()=f(x)-[fu]+f(a)(x-n+⋯+fa-1)]·
其中变量!在x?与x之间变化.

显然函数F(t)在闭区间[x。,x](或[x,xn])上连续，在开区间(xo·x)

(或(x,xo))上可微，由拉格朗日中值定理知，在xo与x之间存在一点ξ,使

F(x)-F(xn)=F'(ξ)(x-xo),

另外不难算出F(x)=0.F(xp)=R(r),又根据F(t)的定义有

F(u)=-(f^()+f^u](x-)-f'u)+2÷fu](x-2°
-f)(x-2)+⋯+,÷f~”4)(x-t)”

-m-f)(x-4)*]

① 这个命题的证明不作为教学基本要求.
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=-,÷fx)(x-1)°.
由于ξ在x?与x之间，所以存在一实数θ,0<θ<1,使得E=xo+θ(x-

xa),于是

F'(ξ)=F'(r?+θ(x-xn))

=-,+f~*(xm+0(x-x)》·[x-x?-8(x-x?)

=-,÷f~(x+8(x-z?))·(1-8}^(x-x?)°
由F(x)-F(xo)=F1(ξ)(x-xa)得

-R.(x)=-,÷f~(as+0(x-x0))·1-0)'(x-xc)**.
证毕，

当x?=0时，泰勒公式的柯西形式余项为

R.(x)=÷f~(Bz)(1-9Yx- (0<8<1).
现在我们再来考虑函数f(x)=(1+x)(-1<x<+～)的余项

R.(x).由于

f+1(z)=a(a-1)⋯(a-n)(1+x)°-m-',
于是

R、(x)=(a-D-(a+8c)(1-02z
-[-](a-m*]·(年)+ay

(0<θ<1).

下面我们来讨论上式右端的三个因子.首先，任意取定x∈(-1,1),用

比值判别法可知级数

-a-02⋯
绝对收敏，因而其一般项趋于0(n→~时),即

ma-1(Q-N)x*=0,-1<x<1.
其次，对任意x>-1,有0<1-θ<1+θx,因此

|(1+2)’<1 (-1<x<1.m=1,2,⋯).
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最后，当x∈(-1,1)时，有

0<1-1x]<1+θr<1+lxl,

因而(1+θx)*-1便介于两数(1—lxl)°-1与(1+|x|)*-1之间，即对任意取

定的x∈(-1,1),当n→~时(1+θx)*-1是一个有界的量，综上所述，有

limR.(x)=0,-1<α<1.
因此当-1<x<1时，(1+r)°可展开成泰勒级数：

(1+x)°=1+ax+“2-x2+⋯

+*a-))(-n+x+⋯(-1<x<1).
特别地，当α=1/2时，得√1+x的泰勒展开式

/T+x=1+2-z÷2+2-⋯
+(-1)~(22?x+⋯(-1<x<).

(1+x)°的泰勒级数在x=±1处的收敛性与α有关.例如：当α=-1

时，

+=1-x+x2+⋯+(~1)~x*+⋯,
收敛域为(一1.1),又比如前面提到的√1+工的泰勒展开式，当x=±1时，

级数为

1+(生+2-·2±.
ieu.=(-1)~(2) (±1)"(n=2,3,⋯).因为

”(Hu+-1)=m(=1-1
-n·2-1→2>1(n→~),

≥lu.l利用拉比判别法， 收敛，所以√1+x的秦勒级数在 z=±1处收

敛，因此√1+x的泰勒级数的收敛域为[-1.1].

有了以上几个基本初等函数的泰勒展开式，再利用幂级数的运算性质，

我们就可求出某些初等函数的泰勒展开式.
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例1 求函数n告的秦勒展开式.
解 当-1<x<1时，以(一r)代换|n(1+x)的泰勒展开式中的x,得

n(1-x)--(x+2+号+⋯+晋+⋯)。
将1n(1+x)的泰勒展开式与上式的两端分别相减，即得

n1±=-2(x+÷x+⋯+2n+1+⋯)
(-1<x<1).

例2求 arcsinx 的泰勒展开式.

解注意

acin =「一 (-1<x<1).
又由(1+x)°的泰勒展开式，可得

不=(1-a2y

-1-号45
++(-2)(-2)⋯(-2"2)(-x)+⋯
=1+2x2+x+⋯+2mx+⋯
(-1<x<1),

代入上述被积表达式，再由幂级数的逐项可积性，即可得

aresinz=x+x3++⋯
+2h-2p*+⋯(-1<x<1),

例3求函数

fa)-a-Dc+3
在x=2 处的泰勒展开式.

解 令t=x-2,即x=t+2,这时
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f(x)=g()=a+1a+5-+(+4-5+;)

=+2--}-()]

--(-=)<1
--)2<x<3)

x=-章!例4 求网数 f(x)=cosx 在， 处的泰勒展开式.

t=x+4,即x=4-至解 令 ,则

osx =cos(一￥)=cowo+sintsin
-(cow+sim)(-c<t<+~).

利用cosl,sint 在t=0处的泰勒展开式，

ox =2[2(++⋯
-2[++]

-2[]Y(+)”++](x+)~]
(-0</<+≈),

例5 设f(x)=g'(x),其中

求f(x)在x=0处的泰勒展开式，并根据泰勒展开式求出f(0)(n=1,

2,⋯).

解 对任意的x≠0.由e1的泰勒展开式
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于是g(x)的泰勒展开式为

g(x)=+)-~<x<+
再由幂级数可逐项求导的性质，得到f(x)的泰勒展开式，

rx)-+mr-+-<x<+
利用幂级数展开式的唯一性，从获得的f(x)的泰勒展开式可知

()-+)+,n=1.2.⋯
那么

f0(o)=t+2=+2,-1,2,⋯
f(x)-m+例6 求. 在x=0处的泰勒展开式，

+解 因为1n(1+x)和： 都有幂级数展开式，分别为

nd+x)=2-)x,-1<x≤1.
i+=5-x,-l<x<1,

f(x)=lh(1+x)·,并且它们的收敛半径都等于1,而 根据暴级数的

mt+2乘法运算性质，在区间(一1,1)内， 仍有幂级数展开式.下面给出求

mt+z2)的泰勒展开式的两种方法.
方法一设

an=0,a.=-1) (n=1,2⋯),
b=(-1)"(n=0,1,2,⋯),

则

ni+x2-?x*.-1<x<1
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其中

Cu=aabo=0,

c.-2ab-*,(-1

=(-1)~(1+2+⋯+}),n=1,2,⋯.
于是

m+z2=2(-~(1+2+⋯+})x*,-1<x<1.
方法二使用待定系数法.

设在区间(一1,1)内，

mt+z=2a
则

a(l+z)=4+x)2ax?-2ax+2
=a.+(a,+a)x2.

由ln(1+x)的泰勒展开式，并根据秦勒展开式的唯一性，有

4g=0.

ax+a.x=(-1,n=1,2,⋯.
从上述递推公式不能得出a的通式，

a.=(-1)~(1+}+⋯+}),n=1,2,⋯.
n+x)-2(-1~(1+÷+⋯+=)x*,-1<x<1.于是

幂级数的应用比较广泛，这里我们只给出幕级数在近似计算中的应用，

现举例说明.

例7求定积分

fed
的近似值，精确到10-4.

解 由于e-2的原函数不是初等函数，所以只能用近似计算来求此定
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积分.由e-2的展开式及幂级数的逐项可积性得

fde=f(1-x2+-+⋯+(-1+⋯)a

-2(1-z.+2.5.2-.⋯

+(-1Y z=·(m+1·nT+⋯).
这是一个交错级数，其误差R满足

1 R.l≤gr(2m+1mt
由此可算出取n=4时就有|R?|<10~“,即取前四项即可.于是

~~÷(-z÷+g.gr-))
=0.4613.

习题10.6

1.利用已知的初等函数的展开式，求下列函数在x=0处的暴级数展开式，并指出

收敛域：

16千2(1): (2)er2:

a+z(a≠0) (v)m√,(3)

(6)立(e2-e?2),(5)(1+x)e-*;

sin2z=(3sinz-sin3r);(7)sin2±(提示：

(8)ain(f+x); (9)ln(1+x-2x*)i

#5(10)
2,利用逐项微分法和逐项积分法，求下列函数在x=0处的幂级数展开式：

(1)arctanx: (2)ln(x+√1+x2) (3)

点m+-(e-1)(*≠0),并证明3.证明级数

2m+mr-1
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4.仿照上题的办法，证明：

m+2r-3-6.
5.求下列定积分的近似值，准确到10-°;

(2)?cox'dx.a)fdx

第十章总练习题

1.设有两个序列{an}及{b。}.若存在一个常数C>0,使得当n充分大时有
lam|≤Clbl,

则我们记

u?-()(lbal)(n→e).

sm-0()(→),又比如例如，

2m≠tm±2=0un)(n-)
这种记法有助于我们了解一个无穷大量或无穷小址的阶，请证明下列结论：

d)(√a+T-√6)h+}=0(,)(a→)
(提示，1n=1o()-+)):

l(secf)=o()(n)(2)l

(损示：n(wc)-hoee-m(1+an))·
(3)n1=O(n)(a→>)(其中大为常数)

(a)MVT-o((-)) (a-).
2.利用上述记法，比较判别法可以写成下列形式：若a麵=O(lb,|)(n→)且

> |bn1收敛，则】 | 收敛.借助于上题的结果研究下列级数之收效性：

(1)Nr+T-√aY'm”}(p>0);

h(mc)(p>v);(2)

*(p>1;(3)
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S*+t-1ry(4)’

3.设有a>0使得当?≥N时h2≥(+a)hm,其中a.>0试证明息e。收敛.
的级数被称作狄利克雷级数.试证明若级数 在xn点收敏，则对

任意一点r>xy也收做，由此推出狄利克雷级数的收敏域只能是区间(a,+一)或

4.形如2

[a,+x].试证明狄利克面级数在其收敛区间(a,+～)中的任意一个团区间[a,b]上

一致收敛

5.证明狄利克雷级数在其收敛区间中有连续的导函数.

6.设{z,}是一个复数序列，我们称(x?\收敛于复数za,如果对于任意的t>0都存

在一个自然数N,使得当n>N时，就有|x,-zu|<e,这里|zu一zo|表示复数?一o

的模、现在设z,=x,+iy,其中x是z。的实部，而y是z。的虚部，证明{zu}收敛于

zo=xo+iy?的充要条件是r?→T。(n→0)及y.→yo,其中rn与yo分别是sc的
实部与虚部.

7.设烹u. 为一复数项级数、我们称 收敛于 A,如果其部分和序列

(s.-烹}收敛于A.对于复数项级数，柯西收敏原理同样成立.试用柯西收敛原理一证明： 对于任意复数≈收敛.

十8.我们定义级数 的和函数为e*.试证明欧拉公式

e“=cosx+isinr(x∈R).

9.设y=f(x)在(zo-a,xn+a)(a>0)中有定义，有任意阶导数，且|f{u(x)|≤

M(M为常数),证明：

fu)-黑一Kx-)*(x-a<x<xa+a).



第十一章广义积分与含参变量的积分

广义积分是普通定积分概念的一种推广.在过去我们所讨论的定积分

中，积分区间是有穷区间.但很多实际问题要求考虑无穷区间上的积分，比

如，在静电场中一点的电势被规定为单位正电荷自无穷远点移至该点处电

场力所做的功.若用积分表示它就是一个在无穷区间上的积分.在无穷区间

上的积分称为无穷积分.普通定积分的另外一种推广是允许被积函数在其

积分区间内的某一点附近无界.这种点被称为瑕点，而积分区间内有瑕点的

定积分称作瑕积分.无穷积分与瑕积分统称为广义积分.

所谓含参变量的积分是指形如

ra)=|f(xu)dx
的积分，其中被积函数f(x,t)是一个二元函数.一般说来，这样的积分定义
了一个关于t的函数.我们所关心的问题是：这个函数何时连续、可导，以及

可否在积分号下求导数，等等.有重要意义的是含参变量的无穷积分与瑕积

分，它导致了许多常用的特殊函数，特别是T函数与B函数.

§1广 义 积 分

1.无穷积分

y=?(x≥1),直线x=1及y=0所围先看一个具体例子.求由曲线

yl成的面积S(见图11.1).

从图上看出，任意取定A>1,由曲线

y=(1≤x≤A),直线x=1,r=A 及
y=0所围的曲边梯形面积S?可表为

y-5

s?=?=1-. o| A x

当A增大时SA也增大，且当A 无限增大 图11.1
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时S?就无限接近于S.于是定义

S-limSx=ximf=1.
imf记作今后，我们就自然地把极限

?dr.
y-z并称之为函数 在(1,+m)上的无穷积分.

现在我们给出无穷积分的一般定义.

定义1设函数f(x)在[a,+???有定义，且对任意A>a,f(x)在

limf”fcx)dz[a,A]上可积，若 存在，则称无穷积分

[f(z)dr
ftx)dx-lim?f(a)dr;收敛，并定义 否则称无穷积分发散.

?"由定义1立即可看出 当p≤1时发散，当 p>1时收敛.

创1?。coxrdr 是发散的.
?oszdx=-sinA,当A→+≈时「"cosxdr因为 无极限，故所论无

穷积分发散.

[," ains dr 也是发散的.同理，

例2?edr 是收敏的.
?edr=-(c-e),并且有事实上，

lim?(edx-lim [-(e*-e1)]=e.
?,sde收敛.所以无穷积分

类似地，可以定义函数在(一心，b)上的无穷积分.设函数f(x)在

[-0,b]上有定义，且对任意A<b,函数f(x)在[A,b]上可积.若极限
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ffa)dr 「f(a)dr 收敛，并定义?f(x)de存在，则称无穷积分

=im?f(x)dx否则称「”、f(x)dx 发散，
设f(x)在(一心，+0)上有定义，且在任意区间[a,b]上可积，若极限

lim(fa)dx lim?f(a)ds与

f(x)dx 收敛，并定义同时存在，则称无穷积分

fca)dx=lim(f(z)dx+ im ffca)dx;
否则称无穷积分是发散的.

由此可见，?“f(x)dz可写成两个无穷积分之和，即

?f(x)dx=?_f(z)dx+?。”f(z)dx.
由定义看出，当且仅当上式右端的两个无穷积分都收敏时，无穷积分

+000

f(x)dr 收敛，

?dz 发散。例3 证明：

edx和。edc 的收欲性，证 根据定义，我们需要分别讨论

J°edz{。“edr 收敏下画讨论由例2可以知道 的收敛性，VA<0,

?edx=-e|,=e^-1.

「edz→+≈,所以dr 发散，于当A→-~时，e-^-1→+,则

是∈dz 发散，证毕.

ed 发散，酸可以得出」dz 发散的结论.事实上，只须说明

我们有三种类型的无穷积分，以后讨论只针对[a,+]上的无夯积分

“f(x)dz 加以叙述，而所得结论对其他两种无穷积分也相应成立，

fx)dr与?.g(x)dz由定义不难看出：若两个无穷积分 都收
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Ce?f(a)+kxg(x)]dx 也收敛，且敛，则无穷积分

Ck.f(x)+k;g(x)]dx=k??。f(x)dx+k?g(x)dx,
其中kk,为常数

根据函数极限的性质与定积分的性质，还可以推出无穷积分具有其他

类似于定积分所具有的性质.例如：牛顿-莱布尼茨公式，区间可加性，换元

公式，分部积分公式等，以牛顿-莱布尼茨公式为例，无穷积分情况下的公式

形式是：

?.“F(a)dx=F(x)|。“=Hm.F(x)-F(a),
其中F(x)是f(x)在(a,+⋯)上的一个原函数.

zd例4 证明： 收敛，并求出其值.

+利+dr证 根据定义，我们需要分别讨论 的收

敛性.利用牛顿-莱布尼茨公式，

。1dr=arctanx|.=,lim arctanx-arctan0=2、

f+dx=arcnr|=arctan- lim arctanx --(-2)-2.
dr收敛，并且于是

~+dx=?t+dr+?。1+zdx=2+2-π.
证毕.

ffca)ds与kf(x)dx 同有一个结论我们经常使用：设k≠0,则

时收敏，同时发散.

下面我们列出关于无穷积分的柯西收敛原理而略去其证明，井且只对

[a,+o]上的无穷积分叙述，其他类型的无穷积分完全类似.

?fcx)dr柯西收敏原理无穷积分 收敏的充要条件是：任给

ε>0,存在正数A。>a,只要A>A?,A'>Ao,便有

|f(a)dx|<e.
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由柯西收敛原理，不难推出下列命题：

「”|f(x)|dz 收敛，则f.f(e)ds 也收软.命题 若

这个命题的证明是容易的，只须注意下列不等式即可：

?f(a)dx|≤|]|f(x)|dx|.

ff(x>dz命题的逆命题并不成立，后面我们将举例说明： 收敛，但

lf(x)| dz 不收敛.

f.”If)|dz收效，则称[f(z)dx绝对收敏；定义2 若无穷积分

f(s)dx 收效，但。|f(x)| dz发散，则称(flx)dr若 条件收敏.

下面我们将给出一些简单而常用的无穷积分的收敛判别法.

「fKa)dz引理 若f(x)是[a,+心]上的非负可积函数，则 收效

ffx)dx 有界.的充要条件是：对一切A≥a,积分

imff(a)di 存在，因而「fx)dx 有界.证必要性已知

充分性考虑序列(F},其中

F.-?f(x)dx,n>a.
显然{F。)是单调递增的，又由所设条件，{Fw}有界，因而它有极限.设

limF?=F.
于是.对任给e>0,存在正数N,使当n≥N时|F。-F|<e,即有

F-e<F。<F+ε,n≥N.

现取 A=N+1.对任意A>A。,取n=[A],那么

n>N,且n≤A<n+l.

由f(x)为非负函数，有

F,≤?”f(x)dx≤F,n
注意到n>N,即得

F-ε<^f(x)dx<F+e.
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?^f(x)dx-F|<e即

lim?“f(a)dr=F,即?f(x)dx 收欲证毕.以上说明

由此，当被积函数为非负函数时，有下列收敛判别法。

定理1(比较判别法)设f(x)与g(x)在(a,+)上有定义，且当

r≥X≥a时，有

0≤f(x)≤g(x).

又设f(z)与g(x)在任一区间[a,b]上可积，则

?.(x)dz 收敛可推出」了.f(a)dr 也收敛：(1)由

「.f(a )dr 发敏可推出?.g(e)dr 也发散.(2)由
证 首先指出，由于

ff(a)dz~?f(x)dz+?,"f(a)dx,
「f(x)dr 收敛的充要条件是 ?f(e)d=收敛.所以

f.g(x)dx 收敏时即有Jfk(x)dz(1)当 收敛，这时对任意 A>X

都有

ff(x)dx<?^g(x)dx<?.~g(e)dx.
?k(x)dx上式中的无穷积分 是一个确定的常数，因而上式说明：对一切

?f(z)dr ?fcx)drA≥X,积分 有界.于是，无穷积分 收敛，因而即有

。f(x)dr 收敛.
(2)用反证法即可证明定理的结论(2),请读者完成.证毕.

在使用比较判别法时，无穷积分

?_(a>0)
常用来与其他积分进行比较.我们已经知道，当α>1时，无穷积分

收敛；而当a≤1时，这个无穷积分发散.

由定理1,立即可看出无穷积分
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与Jdx(p>0)

|<.≤,“是绝对收敛的，这是因为 收敛

(p>0).

dr 的敛散性.例5 讨论

解 当≠≥1时，O≤e≤e,由例2已知，“e~dr收敛，再由定理1,

?e~*dr 收敛.即可断言

我们知道e“的原函数不是初等函数，因而其定积分的值不宜于通过

原函数算出.但是，我们已在第七章习题7.2中算出其无穷积分的值：

?.ar=.
它在概率统计中有重要应用.

J,~+as例6 讨论 的敏散性.

解 利用不等式

中≥-÷,x>1.
fdx发散，那么[而 也发散，根据定理1,即可断言无穷积

发散.分

推论(比较判别法的极限形式)设当x≥a时，f(x)≥0,g(x)>0,

又设它们在任意区间[a,b]上都可积，且

H)=h,
则有以下结论：

「()dr 收效，则[Fx dx 收致；(1)当0≤<+c0时，若

「s(x)dr 发散，则[f(x)dx(2)当0<k≤+心时，若 发散.

特别地，当0<k<+～时，两无穷积分同时收敛或同时发散.
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证明是容易的.

当0≤k<+w时，存在⋯个X,使得

f43<k+1、当x>X?时.

(.g)dx这时f(x)<(k+1)g(x),由定理1知， 的收敛蕴涵着

f(x)dx 的收敛性.
当0<k≤+0时，我们有

m F)一
这里约定k=+时，÷=0)。于是，存在一个X?,使得当x>X?时，g(x)

<(}+1);(2),这就证明了推论中的结论(2),
例7讨论下列无穷积分的敛散性：

(1 学 ; ?.“(2)

7 /-1(x-+*),而“解 (1) 收敛，

因而所论无穷积分也收敛.

/-04-+),这时学(2)当k>1时， 收敛，由此

「 ?h-ln!lnxl|;推出 也收敛，当k=1时， ,显然这时无穷积

>>0(x>1时),出比较判别法知无穷分发散.当k<1时，

积分 发散.

定理1不仅为非负函数的收敛性与发散性提供了判别方法，而且对变

号函数的绝对收敛性提供了判别方法.对于一个变号函数的无穷积分，我们

首先可以考察它是否绝对收敛.这时比较判别法便是最基本的方法.对于非

绝对收敛的无穿积分，像无穷级数情况一样，我们有所谓的狄利克雷判别法

与阿贝尔判别法.

定理2(狄利克雷判别法}设f(x)及g(x)在[u,+co)上有定义，并
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者虑无穷积分

f(x)g(x)dx.
ffa)dr设对一切 A≥a,积分 有界，即存在常数 M>0,使

|ff(x)dx|≤M,A≥a.
又设函数g(x)在[a,+m]上单调且趋于0(当x→+～时),则上述无穷积

分收效，

与级数情况的狄利克雷判别法相比，这个定理与它有显著的类似之处.

只要在这个定理中将积分号换作求和号，而被积函数换成级数之通项，这个

定理就变成了级数的狄利克雷判别法.之所以有这样的类似，其原因也很简

单：积分原本就是一种和式的极限；无穷级数是无穷多个“离散的”函数值

求和，而无穷积分则是在一个无穷区间上对于函数值“连续地”求和.

(fa)g(x)dx与无穷级数2ab.定理2的证明从略.若将无穷积分

(fa)dx与2.对应，积分 的部分和B,对应，而g(x)与α对应，则由

无穷级数的狄利克雷判别法不难理解定理 2.

定理3(阿贝尔判别法)设f(x)与g(x)在[a,+m]上有定义，并考
虑无穷积分

f(s)g(x)dx.
?f(x)dr若无穷积分 收敛，且函数g(x)在[a,+~]上单调有界，则无

?f(x)g(x)dx收敏。穷积分

证 这时不难推出函数f(x)满足定理2中所述的条件，又在所设条件

下，当x→+～时g(x)必有极限，设 limg(x)=I,则函数[g(x)-l]在
[a,+~]上单调月趋于0(x→+～时),于是由定理2,

「fa)[g(a)-/]a-
f(e)dx 收敏即得收敛，再由

f(x)g(x)dx=?f(x)[g(x)-/dx+”f(x)dx
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也收敛.证毕.

?," ar例8 证明：积分 当p>1时绝对收敛，当0<p≤1时条

件收敏，当p≤0时发散，

证 先设 p>1,利用不等式

|<2,x≥1.
?,dx ?lds而 收敛，利用比较判别法， 收敛.即得当 p>1时，

dx绝对收敛.
f d再设0<p≤1.此时先证 收敛.事实上，对任意的 A≥1,我

们有

Jsinxrdr|=|cosl-cosAl≤2.

f,smrd.有界，又因为P>8,所以函款÷在(1,+)上单甜下这就是说，

降且趋于0(x→+的时),由狄利克雷判别法即知当0<p≤1时，

 收敛.

?|其次 证 明 发散.为此只须证明当 A→+心时，

[de无界.事实上，任意取定一个充分大的A,不妨设A>2π,取

[4]-m |,则有A≥nnπ及no≥2.注意 非负，便有

?,|ar|ar≥f." anelar=2... salar

≥n!s|

s=2
发散故，由于0<p≤1,级数 可以大于任意给定的正数，只要2六：
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?LnrLana 充分大.由此推出 可大于任意给定的正数，只要A充分大.

[.||无界，明||as 发散这即意味着

?, d综合上述，当0<p≤1时， 条件收敛.

?dx最后设 p≤0.用反证法，假设 收敛. 因为 p≤0,所以函数

x”在[1、+~]上单调递减且对任意的x≥1,

0<x2≤1,

f·x'dr即x2在[1,+]上单调有界.由阿贝尔判别法， 收敛而

f, ·x'dr=?. sinxrdz发散，故假设不成立.当p≤0时，积分
fa 发散，证毕.

?||还可以使用比较判别法证明：当0<p≤1时， 发散.利

用不等式

r-l>=-,≥1,
J,dx(0<p≤1时)收敏的方法，可以证明类似使用证明级数

收敏，而dr发散，则」?,(≠-)dx发散.利

|用比较判别法， 当 0<p≤1 时发散.

例9 判别下列积分是绝对收敛还是条件收敛；

?, a+e/)dx; (2?, sin/Far.(1)

解(1)记f(x)=,g(x)=1+e?.

利用例8.[,“ in=dr收敛.g(x)=1+e-*在(1,+m)上单调递减.并
且对任意的x≥1,
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1<1+e*<2.

.?(l+e)dx 收敛.由阿贝尔判别法，

?~|(1+e)|dc下面讨论 的敛散性.

对任意的x≥1,

(a+e)>||

再由例8,?“|t J~|+e)|r发散.发散.根据比较判别法，

f.“n=(1+e)dz 条件收敏.故

(2)令√x=t,x=t2,dx=2tdt,利用换元公式，

f sn/Eax=[·2xt=2?, ,
?等式左、右两端的无穷积分同时收敛，同时发散.已知 dz 收敛，则

,sFar 收做.

T|ds,再考虑 使用同样的换元公式，有

"an/|as-2[,||d.

[|HFdx||由例8已经知道 dx 发散，则 发散，

f th/Fur故 条件收敛.

2.瑕积分

瑕积分是另一类广义积分，其积分区间是有限的，但被积函数在某一点

C附近是无界的，例如积分 被积函数在x=0 附近是无界的，这时
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「称为瑕积分.在几何直观上(见图

y=是

yl

11,2),可将它肴作由曲线 和直线x=0,

x=1及y=0所围成的面积S.从图11.2看出，

y=六对任取的小正数e,由曲线 和直线x=

y-醇

0S x
e,x=1及y=0所闱成的曲边梯形的面积为

图11.2

s.--5+-(1-),

当c-0+0时8,无展接近于1因而自然定义
s=[-

瑕积分的一般定义如下；

定义 3设函数 f(x)在[u,b]上有定义，且f(x)在任意区间

[a+e,b](C[a,b])上可积，但x→u+0时f(z)无界，我们称a为瑕点，若

极限

!im [.f(x)dx
ff(a)dz 收效，并定义存在，则称瑕积分

f(x)dx-lim?f(x)dr;
否则称瑕积分发散.

显然，一个瑕积分收敏与否与被积函数在瑕点附近的性态有关.我们已

[ f经知道瑕积分 收敛，但容易验证瑕积分 是发散的，因为

lim?dr =fim (-le)=+
下面的例子是很基本的，它常常在比较判别法中用来与其他瑕积分进

行比较.

例10瑕积分

f. (其中常数p>0)
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当 p≥1时发散，而当 p<1时收敛.

事实上，x=0为瑕点，取e∈(0,1),当p≠1时我们有

C.=1=|==-),
因而

告；51
我们已经知道p=1时瑕积分发散.综合起来，所论瑕积分当p≥1时发散，

当 p<1时收敛.

由上述例子看出，当自变量x趋于瑕点a时，被积函数f(x)若趋于

「f(a)ds 收做.○,则其趋于心的“速度”不能太快才能保证瑕积分

瑕点不一定是积分之下限，也可能是上限，甚至上限与下限都可能是瑕点.

类似地，当f(x)在(a,b)上有定义，且在[a,b-ε](C(a,b))上可积，

但x→b时f(r)无界，则称x=b是f(x)的瑕点.这时，若极限

!imf(z)dx

ffca)dx 收缴并定义存在，则称瑕积分

ff(ax)dx=Hmf(x)dr;
否则称瑕积分发散.

?a-下与例10类似，可证以积分上限为瑕点的瑕积分 当 o<p<1

时收敛，当p≥1时发散.

[-例11 判别 的敛散性

fa- .令a=解 z=1为瑕点.取ε∈(0,1),先求

√1-立，有x=1-u?,两边微分得dx=—2udu,则

.a- dx-?“ n+)m(-2uda)
-2[1+d=2arctamx|=-2arctanE.



第1广义积分 339

当ε→0+0时，arctan√e→0,则瑕积分 :收敛且

a dx=.
设f(x)在任意区间[a+ε,h-e](C(a,b))上可积，而a与b均为

lmff(a)dr 与 lim?f(e)d-《c为开区间f(x)的瑕点，这时若极限

ff(x)dr(a;b)中的一点)都存在，则称瑕积分 收敛；若上述两极限中至

[f(x)dx少有一个极限不存在，就称瑕积分 发散.当瑕积分收敏时，我们将

其值定义为

ffca)de=hm?f(a)dx + lim?f(a)dx.
瑕点也可能出现在积分区间之内.设f(x)在[a,c]及(c,b]上有定义，

且在任意闭区间[a,c-e](C[a,c)]及[c+η,b](C(c,b])上可积(这里

ε>0,η>0),但f(x)在c点附近无界.若瑕积分

f(a)dx 与?fe)dz
?f(x)dx 收敛，且同时收敛，则称瑕积分

f(x)dx=?f(+)dx+?f(x)dx,
或写成

f(a)dx=mf(a)dx +lim ff(x)dx.
如果上式右端的两个极限中有一个不存在，则称瑕积分发散.

很容易验证瑕积分

(0<t<1)

是收敏的，

同无穷积分一样，瑕积分也有类似于定积分的牛顿-莱布尼茨公式、积

分区间可加性、线性性质、换元公式和分部积分公式.以牛顿-莱布尼茨公式

为例，只须把相应的上(下)限取值换成极限值.

例12 判别下列瑕积分的敛散性；若收敛，求其值.
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Cπ-dr. ?lnrdx.(1) (2)

解 (1)x=1是点，arcsinx 是· 在[0,1]上的一个原函数.出

T-i|-ain-arsin0-会，

C收，=2.即得瑕积分

(2)x=0 是瑕点.利用分部积分公式，有

fhnxdx-rlnr|"-?x·-dz m-limslax-?dx--L.

fhnx dr 收敏，且[flnxdx --1.即得瑕积分

对于瑕积分的收敛性同样有柯西收敛准则以及种种判别法.为了简便

起见，我们只就下限是瑕点的瑕积分来叙述，其他类型的瑕积分完全类似，

此外，我们将只列出结论，而略去其证明.

?f(a)dx柯西收敛原理以a为瑕点的瑕积分 收敏的充要条件是：

任给ε>0,存在δ>0,只要0<δ<δ,0<δ?<δ,便有

ff(a)dr|<e.
由柯西收敛原理立即推出下列命题.

「Ifca)|dz收级，则」fa )dz 也收级.命题 若瑕积分

与无穷级数或无穷积分相类似，我们可以对瑕积分来定义绝对收敛与

条件收敏的概念.

当被积函数是非负函数时，瑕积分的收敛性与发散性可以应用比较判

别法来判别.

定理4(比较判别法)设f(x)与g(x)在(a,b)上有定义，且u是它

们的瑕点.设当x∈(a,c)C[a,b]时，有

0≤f(x)≤g(x),

则

[f(x)dr 收鼓；(1)由[”g(x)dx收效可推出?
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f(a)dr发做可推出[g(e)de 发散.(2)由
与无穷积分类似，比较判别法的极限形式更便于应用，

推论 若f(x)及g(x)在[a,b]上有定义，且f(x)≥0,g(x)>0并有

-k(a可以为+~),
则

「g(a)dx收效，则「fa)d5收做；(1)当0≤k<+~时，若瑕积分

fg(x)dx 发散，则[f(x)dx 发散.(2)当0<k≤+0时，若瑕积分

例13讨论积分

C
的敛散性，

解 x=1是瑕点.由于

熙元 元 =
而瑕积分

C.---(-1)]-,
即 收敛，因而所论瑕积分也收敏，

在使用比较判别法时，经常用以比较的是下列典型的瑕积分；

C. ?ay或 (p>0).
很容易看出上述瑕积分当p≥1时发散，而p<1时收敛.

例14讨论 的敛散性.

[ dr解 x=0,x=1都是瑕点.积分 收敛当且仅当

山利 都收敛.由于

黑左=-t.
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f 左一子<1,则而- 收敏.利用比较判别法，

收敛，又由于

=-1.
d r也收敛，因而已知 收敛，利用比较判别法，

而所论瑕积分收敏，

比较判别法可以用来判别被积函数不变号的瑕积分的收敛性或发散

性，也可以用来判别绝对收敛的瑕积分.对于非绝对收敛的瑕积分，则应当

使用瑕积分的狄利克雷判别法与阿贝尔判别法.
关于瑕积分的狄利克雷判别法与阿贝尔判别法，与无穷积分的情况完

全类似.请读者自己将它们叙述成定理的形式.
在结束本节时，我们应当指出，有时会遇到既是无穷积分又是瑕积分的

积分，比如：

?-dx.
这时我们应当将这个积分分作两个积分；

f, -pdx-f. a-dr+f,-dr
(其中c是大于1的任意数),并把这两个积分分别作为无穷积分与瑕积分

来讨论它们的收敛性，只有在无穷积分与瑕积分都收敛时，才能认为原来积

分收敛.不难证明上述无穷瑕积分当p≥1时发散，而当p<1时收敛。

?f(z)dx,有时还会遇到有多个瑕点的无穷瑕积分，例如： ,其中

f(x)在[a,+m]上有两个瑕点ci,cz(0<c?<cz<+≈),我们取b和B满

足：a<e?<b<cg<B<+0,只有在

f.fevas,? fa)a,?fkr)ds.?fta)as和?f(x)dx
”f(r)dx收敛，并且]”f(x)dr 等于上述艰积分和都收敛时，才能认为

无穷积分之和.上述瑕积分和无穷积分中只要有一个是发散的，就认为

f(e)dr 是发散的.
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解 x=0,x=1为瑕点.考察

F-dF-
f-1d ?,-和

因为

左-~1,
/一-期左-1.

而

d和一
都收敛，所以

和
都收敛，又

一/京-一可
2+3-4>1,故f. ÷dr而- 收敛.利用无穷积分的比较判别法，积分

,F:-1 收敛，因而所论广义积分收敛.
习题11,1

1.判别下列广义积分的敛散性；若收敛，求出其值：

{cr; ?.a+1ka+2’
dx>a)
(1) (2)

(3)
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?。dx (提示：做变换α=x-÷),(4)

[,f。"zsinr dr;(5) (6)

Ja+ymdx; ++(7) (8)

?。asrdr; (to)厂，(9)

J.”出， [(11) (12)

(提示，令x一二，则原式=[。”(13) dt,由此可推出

原式-Gn.
再用第(4)小题的结果一
2.证明下列各式(σ>0):

(x-a)dx=(I)

V*ed=a.(2)

3.判断下列积分的敏散性：

f,(1) (2)

『 =:(3) (4)

f. [ sin dr(5) (6)

?x*e**dx(a>0); 。-dr;(7) (8)

J。(9) (10) (p≥0.q≥0)

4.判别下列积分是绝对收敛还是条件收敛：

f。dr (2)?”+4.(1)

5.叙述关于瑕积分的狄利克雷判别法及阿贝尔判别法.

6.设f(x)定义在[a,b]上并以α为瑕点.试将瑕积分

「fa)
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通过变量替换而化成无穷积分，并证明瑕积分的收敏性等份于该无穷积分的收敛性.

§2含参变量的正常积分

我们经常遇到被积函数含有参变量的定积分，如

?esinrdx 与?。dc,
其中β与α是参变量.显然，这种定积分的值依赖于参变量，并且是参变量

的函数，一般说来，我们无法将这种积分表示成参变量的初等函数.然而我

们却需要知道这种函数的性质，如是否连续?是否可导?如何求它们的导

数与积分?等等.

今后，为方便起见，我们将矩形城

R={(x,y)|a<x<b,c<y<d}

记作(a,b)×(c,d),而将闭的矩形域(带边矩形)R记作[a,b]×[c,d].设

u=f(x,y)在[a,b]×[e.d]上是一个连续丽数，那么,对于任意一个周定的

y·c≤y≤d,u=f(x·y)作为x的两数是[a,b]上的连续函数，从而积分

ffcry)ds
有一个唯一确定的值(依赖于y).这样，y到积分值的对应

y+{f(y)dx
就形成了[c,d]上的一个函数.下面给出关于这个函数的连续性、可积性、可

微性等定理.

定理I(连续性) 设二元函数f(x,y)在闭矩形域R:[a,b]×[c,d]
上连续，则参变量积分

Ml

g(y)=「f(x·y)dx
在区间[e,d]上连续.

我们不准备给出这个定理的严格的数

学证明，而只给出其直观的说明. d引」-

y我们可以将u=f(x,y)视作空间中的

一张曲面，它在Oxy平面上的投影为R,如

图11.3 所示.函数值

g(y)=?f(r ,y)dr 图 11.3
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是固定y时图中所示截面之面积.当y连续变动时，这个截面的面积也在连

续变动.

定理1说明：当二元函数f(x,y)在R上连续时，g(y)在[c,d]上也连
续，也即对任意 yo∈[e,d],有

limg(y)=g(yo),
y→yp

即

lim(f(rvy)dx-?ftryo)dx -[. limf(xvy)dx.
上式表明，在上述条件下可以交换求积分与求极限这两种运算的次序，也即

可以在积分号下求极限.

lim?aretandx.例1 求

解 被积函数在闭矩形域：{(x,y)10≤x≤1.1/2≤y≤2}上连续，所

以当 y∈[1/2,2]时可在积分号下求极限，即有

hmfacan 于dz-f lim arctan 
=farctanxdx =-≥ln2.

这里我们应当提醒读者，积分号下求极限并不总是允许的，它是有条件

的，定理1告诉我们，被积函数的二元连续是这样做的合理性的一个充分条

件.下面的例子说明积分号下取极限并不成立：

Sar≠fim ea.
事实上，我们有

m-im-e)-,
而由洛必达法则可知，对任意固定的x,我们有

立
f,um5dx=0.从而

定理2(可积性) 设二元函数f(x,y)在闭矩形域R:[a,b]×[c,d]

上连续，则函数
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g(y)=[f(x·y)dx
在[c,d]上可积，且

[g(y)dy-[(f(x·y)dy)dx
即

fay?f(a y)dx=?dx?f(x,y)dy.
我们略去其证明，从直观上接受这个结论是容易的：上式两端的积分

都等于图11.3 中曲顶柱体之体积.

定理2表明，当f(x,y)二元连续时，可以交换积分次序，或者说可在

积分号下求积分.交换积分次序有时为计算带来方便.

例2求定积分

t-?。ds.
解 这里被积函数在x=0及x=1处无定义.但由洛必达法则不难得

出

lim,nrE-0 la=-1.且

因此，x=0及x=1是被积函数的第一类间断点.经过补充定义后，披积函

数在[0,1]上是连续的，所以，上述积分仍是正常积分，另外，由

fsdy=(x2-x)(0<z<1)
=fd?xdy.可知

由于函数x”在[o,1]×[1,2]上是连续函数.故由定理2知上述累次积分可

以交换次序，即有

1=?dy,xdx=?)+1=ln2
定理3(可微性) 设二元函数f(x,y)与f,(x,y)都在闭炬形域R:
[a,b]×[e,d]上连续，则函数

g(y)-[f(a-y)dx
在区间[c,d]上可微，且

g(y)={f,(x,y)dr,
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即

a(Fary)dx={,f,avy)dx.
上式表明，在定理3的条件下，可以在积分号下求徽商.

证根据本定理中的假定，我们有

g(v)=(fc y)dx
-?tr(x1y)-f(xvc)]dx+?fcxv)dx

-?dx?f,xx)d+|f(cve)dx.
由于f,(x,t)在[a,b]×[e,y]上的连续性，上式中关于t及x的累次积分
可以交换次序，于是我们又有

g(y)-{?f,(xx)dz+?fkxic)dx.

令hu)=?f,(zt)dr,,根据定理1及f,(x,t)的连续性可知，h(t)在区

「h(α)d:可异，且间[c,d]上连续.因此，变上限定积分

g'(y)=d?h)dt=h(y)-?f,(x-y)dx.
证毕

这个定理3为某些定积分的计算提供了途径.下边的例子表明了这一点.
例3求积分

|(r)=?in(1-2rcox+r'de(1rl<1).

||>1,因画1-2rosx+r'>0,即解 不难看出，当|r|<1时

被积函数当0≤x≤π,-1<r<1时有定义，

为求积分I(r),我们先求其导函数.对任意取定的r∈(一I,1),我们取

正数q使得：|r|<q<1.显然函数1n(1-2rcosx+r2)及其导函数

lnd-2rcasr+r1=1-2
均在闭矩形域[0,π]×[-q,q]上连续.由定理 3,有

r(c)=f=2Rdr
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-?÷(l+i-2+)d
-+-2+

令t=tan查，则

C.T--[ a+#a-
=atrp·are-

代入上式，得I'(r)=0.

由于r为(一1,1)中任意逃定的一点，以上说明

I'(r)=0,-1<r<1.

由此知，当r∈(一1,1)时，|(r)三常数.又不难由定义看出I(0)=0,因而

I(r)=0,当-1<r<1时.

以上讨论的积分，其积分上、下限都是常数.有时还会遇到积分上、下限

也是参变量的函数的情况，即考虑含参变量的积分

g(y)-ffta,y)dx.
对于这类参变量积分也有相应的性质：

若f(x;y)在[a,b]×[c,d]上连续，又函数u(y)及v(y)在[e,d]上

也连续，它们的值域包含于[a,b]之内，则上述积分g(y)在[e,d]上也连

续.

若f(x,y)及f,(x,y)在[a,b]×[c,d]上均连续，且u(y)与v(y)在
[e,u]上可导，并且u(y)与v(y)的值域包含于[a,b]之中，则上述积分

g(y)在[e,d]上可导，并有

s(v)-ff,try)ds+fta(y)yw(y)-fta(y)y)x(o)
这些结论是容易证明与理解的，事实上，我们引入函数

F(u,oy)-?”fcvy)dz,
并将g(y)看作复合函数：g(y)=F(u(y),v(y),y).很容易证明
F(u,v?y)是(u,v,y)的三元连续函数(在f(x,y)连续的条件下),并且有

aF(uy)=-f(uy),
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F(awy)=f(vy),
在f,(x,y)连续的条件下，我们又有

aFuw,y)=?f,(x.y)dx.
将这些等式代入链规则公式：

k(v)-(s)+√(y)+,
即得到前面关于g'(y)的公式.

例4设

g(y)=?~dx、-<y<+.
求g'(y),

&,(c)--x-e?'在全平面上连续，2y及y'在解 因为e-w及

(-心，+心)上可导，所以

g((y)--?x2c=*dx+2ye^-2e,,-~<y<+~.
例5设f(x)是R上的连续函数，构造

F(x)=[dk?f(x+E+y)dp
其中h是常数，求F”(x).

解 不能直接使用积分号下求导，因为不满足定理3的条件，只知道被

积函数f(x+s+t)的连续性.我们先做变量替换，变成变限积分.对内层积

分，令t=x+ξ+p,则有

「f(x+ξ+p)dp-?”fa)a.
这个变限积分可导，此时

F(a)-云f((ufu)at)ak,
利用定理 3,

F(x)=层[,[f(x+ε+h)-f(x+&)]dE

=fcx+ε+h)de-[f(x+)ds.
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同理，再分别做变量替换，第一个积分令t=x+A+h,第二个积分令t=

x+∈,则有

F(x)=b}(mf)da-(,“fu)di,
再求导得到

F(a)=÷[f(x+2h)-f(x+h)]-[f(a+h)-f()]

=[f(x+2h)-2f(x+h)+f(x)].
习题11.2

1.求下列函数的极限：“一 mJ。√t-k'si'p dp;(2)(1)

!mf.atdr; iml”I++a(3) (4)

f+rdx.(5)1

2.求下列函数的导函数：

(1)g(y)=?f(r)山， 其中f(x)在(-的，+～)上连续；

(2)g(y)=?-dz、0≤y<2,

(3)g(y)=?.m+y)ax、o<y<+c;
(4)g(y)=?”'stn(x2+y3)dr,-cc<y<+.
3.利用积分号下求导数的方法求下列积分；

(1)g(a)=?. adaar,-c<a<+0~(提示；先来g'(a));

(2)g(a)-[n}=·d,-1<a<t;
(3){(a)=?. ln(a2sin2x+ca1x)dx,a≠0.

(.r(示：“-|.+y):4^.求积分

5·、设f(x)在[a,b]上连续.证明：对任意⋯点c,a<c<b,成立下列等式：

tim Cf+h)-fu)}dx=f(e)-fa)



352第十一章 广义积分与含参变量的积分

规示，利用(/a+k)a-(⋯/()H)

§3含参变量的广义积分

1.含参变量的无穷积分

设二元函数f(x,y)在a≤x<+?≤y≤d上有定义，若对[c,d]中

任意取定的一个y,无穷积分

f.f(x,y)dz
f.f(xry)dx 在[c,d]上点点收敛)都收敛 这时称无穷积分 ,这样就在

[c,d]上确定了一个函数

g(y)-.f(xvy)dx,c≤y<d,
上式称为含参变量的无穷积分.

与含参变量的正常积分相比，讨论上述含参变量的无穷积分对参数的

连续性、可积性及可微性等问题时，情况要复杂得多.我们先看一个例子：

g(a)=?,dr,
显然，当α=0时上述积分为0,也即g(0)=0.但对任意a≠0,很容易看出

g(a)=?ia dax =sgn·?。d.
以后我们将计算得出

r-
这就是说，g(a)是一个在点α=0处不连续的函数.但是，被积丽数是a的连

续函数.

为什么会有这种现象昵?其原因在于无穷积分的收敛有一个一致性的

问题.不一致收敛的无穷积分有可能导致这种现象，正像函数项级数的情况

那样；非一致收敛的函数项级数，其和函数有可能不连续，尽管其每一项都

是连续的.

现在我们来讨论含参变量无穷积分的一致收敛的概念，

我们说，含参变量的无穷积分

g()-?.”f(x-y)dx
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lim?f(x,yo)dx在一点 y=y。收敛，是指极限 .存在.我们将极限

lim?f(x·y.)ds 的值记作?f(x·yo)dx =g(y?),用e-N的语言来叙
述，上述无穷积分在y=y、收敛是指：对于任意给定的e>0,都存在一个

N,使得当A>N时，

|?f(z(y.)dx-g(yo)|<e.
一般说来，这里 N不仅依赖于e,而且与y。有关.

当我们不只考虑一点y=yn,而是考虑y在一个区间Y上变动时，能

不能对任意给定的ε>0.取到一个不依赖于参变量y的N,使得当A>N

时不等式

[f(xw)dx-g(y)|<e
对于一切y∈Y都成立呢?

为了更具体地理解这一问题，我们先看两个例子.

我们讨论含参变量的无穷积分

[(a)=[。c sinr dr,
其中α在[0,1]中取值，显然，对于任意的a∈[0,1]上述积分都收敛，并且

我们有下列估计式：当α∈[0,1]时，

[“e⋯”sinrdr-(a)|=|sinrdz|

<f, lewsinx |dx≤?s~dr=e^.

因此，对于任意的e>0(不妨设e<1),取N=1+ln..那么当 A>N 时不

等式

f~snrdr-(a)|<
对于一切α∈[0,1]都成立.这里的N只依赖于ε,而与参变量α无关.因此，

上述问题的回答对这个例子而言是肯定的，下面我们来看一个回答是否定

的例子.

我们考虑无穷积分

g(u)-f tedr,
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其中t∈(0,1),显然，对于任意的t∈(0,1)上述积分均收敛，现在

J2e*dx-gu)|-|?2eax|=e*,

当(一京时上式等于e-.因此，只要取ε<e-'时，不论N取多么大，对于

1.=∈(0,1),使A>N,总存在点

fedx-gto)|-e1>e.
|?2e*dz-gu)|<e这也就是说，不存在公共的N,使当A>N时，

对一切t∈(0,1)成立.

有了上述两个具体例子，我们就可以引入关于含参变量无穷积分一致

收敛的概念了

定义1设无穷积分

g(y)=?.f(r,y)dx
对于区间Y中的一切y都收敛(这里Y可以是开区间、闭区间，或半开半闭

的区间；也可以是无穷区间).若对任给e>0,存在一个与y无关的实数

N>a,使当A>N时，对一切 y∈Y,都有

?fxy)dx|<e,

f(rry)dx则称含参变量的无穷积分 在Y上一致收敛.

现在，我们讨论一致收敛的几何意义.

由于定义1中的不等式，即

Jf(x·y)dx-g(y)|<e.
故含参变量的无穷积分在[c,d]上一致收敛的几何意义是：对任给e>0,

存在实数N>a,使当A>N时，整条曲线

k?(y)=?f(r,y)dz,c≤y<d
都夹在两曲线h;(y)=g(y)+e与h?(y)=g(y)-e之间(见图11.4).

根据上述定义，我们立即得到关于不一致收敛的充分条件：

ffxyydr命题 设含参变量的无穷积分 在Y上点点收敏.若存
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在常数!>0,不论 N多么大，总存在A>N

及ya∈Y,使 8()=ydr

Jfery?)dx|>t, h=gy)
e{

则无穷积分在Y上不一致收敛，

这一命题也有其极限形式：若对于任意

取定的A,当y∈Y趋问于某一值y。时有极

限
o
C d y

imf(xry)dx=k≠0,
图 11.4

其中k是一个与A 无关的常数，则积分

 fa,y)dx
在Y上不一致收敛.

下面我们讨论含参变量的无穷积分一致收敛的判别法，首先列出其柯

西收敛准则.

?fx·y)dr 在区间Y上一致收效的充要条件是：柯西收敏准则

对任给ε>0,存在与y无关的实数N,使当A>N,A'>N时，对一切

y∈Y,都有

f(c-y)dx|<e.
利用柯西收敛准则，不难证明下列定理1(也称M判别法).

定理1设当y∈Y时，对任意A>a,函数f(x,y)关于r在区间
[a·A]上是可积的，叉当x≥a时，对一切y∈Y,有

|f(x,y)|≤q(x),

J.p(x)dr且无穷积分 收敛，则含参变量的积分

f. ftxy)dx
在Y上一致收敛，

证明是容易的.根据定理条件，对于任意的a<A<A',我们有

ffcayda|≤?、1f(ary)|dx≤?g(x)dr,Vy∈Y.

f.g(x)dx再由积分 的收敛性，立即推出对任给的ε>0,存在一个 N>a
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使得当A>N,A'>N时

f(x)dx|<e.
这样，当A>N,A'>N 时就有

fe,y)dx|<e,Vy∈Y.
注意到N的选取只依赖于ε,而与参变量y无关，由柯西收敛准则即推出

本定理.

例1证明：当p>1时，积分

g(y)=?,x
在(一的，+???一致收敛.

证 事实上，我们有下列估计式：

|≤2 Vx>0,y∈(-的，+≈).

广而积分 在p>1时收敛，故g(y)在(-~,+c~)上一致收敛.证毕.

例2考虑积分

f(4)=?。√Fe~2dx,O≤t<+,
证明：(1)J(t)在区间[c,d]上一致收敏，其中0<c<d;

(2)J(t)在区间[0,d]上不一致收敛.

证 (1)当c≤t≤d时，由于Fe-关于x连续，所以它在任意区间

?ede 存在.又这时[o,A]上关于x是可积的，即定积分

|Fe-|≤√de,

?。√ae~dr 是收敛的，因此}(1)在[,d]上一致收敛。而无穷积分

(2)当0≤t≤d时，对任意取定的A>0,有

fFewdr|-Sedr [da

→。edn=,1→0时.
这样，j(t)在[0,d]上不一致收敛.证毕，

上述判别法只能用来判别绝对一致收敛的无穷积分，对于非绝对一致
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收敛的无穷积分，我们则需要狄利克雷判别法及阿贝尔判别法.

定理2(狄利克雷判别法) 若两函数f(x,y)与g(x,y)满足：

(1)当x充分大后g(x,y)是x的单调函数(y∈Y),且当x→+~时，

对y∈Y,g(x,y)一致趋于0;

?fixy)dz(2)对任意A>a,积分 存在且对y∈Y一致有界，即存

在常数M,使对任意A>a及一切y∈Y,都有

(fxvy)dx|≤M.
则含参变量的无穷积分

Jfary)g(ary)dz
在Y上一致收敏，

证明从略.

定理3(阿贝尔判别法) 若两函数f(x,y)与g(x,y)满足：

(1)当x充分大后g(x,y)关于x单调(y∈Y),且对y一致有界，即

存在常数M,使当x∈[A。,+m],y∈Y时，有

1g(x,y)|≤M,

(2)[f(rry)dx 在Y上一致收效，
「f(xy)g(xiy)dx 在Y上一致收欲。则无穷积分

证明从略.

例3证明：积分

dr,o≤t≤d
在区间[0,d]上一致收敛.

证 这里被积函数虽然在x=0处无定义，但对任意t∈[0.d],

lim“En=1,
即x=0是被积函数的第一类间断点.因而函数在任意区间[0,A]上可积，

x=0不是瑕占

令f(xt)=i,k(z,t)-e~,显然g(x,t)关于x:是单调的，且
lg(x,t)|≤1,当O≤x<+~,0≤t≤d时，



358 第十一章 广义积分与含参变量的积分

?.ds即g(x,t)对t一致有界；又积分 的收敛性(见本章§1)意昧着

。f(x,t)dx 的一致收敛性.由阿贝尔判别法,即得所论无穷积分在区间
[0,d]上一致收敏，证毕.

例4 证明：{(y)=f。dx 在[a,b](a>0)上一致收敛，但
I(y)在(0,+o)上不一致收敛.

证 对任意的y∈(0,+~),

lim2nc=y,
因而被积函数在任意区间[0,A]上可积，x=0不是瑕点.

令g(x,y)=÷,f(x·y)=sinry,对任意的A>0及y∈[a,b],

Jsinxydx|-|-5osxy|1|=|号-csA)
J stinrydz 对y∈[a、b]一致有界。另外，g(x、y)关于x单调下降，因此，

且当x→+0时趋于0.由于g(x,y)与y无关，因而当x→+o时，它关于

?。sinxdry∈[a,b]一致趋于0.根据狄利克雷判别法， 关于y在区间

[a,b]上一致收敛.

J。nax下面证明 在(0,+~)上不一致收敛.

?andr 在(0,+~)上一致收敛.根握柯西收效准用反证法.假定

则，对任给的ε>0,存在与y无关的实数N,使得当A>N,P≥0时，对一
切y∈(0,+o),

J ax|<e.
令xy=t,则有

<.
特别地，取y=A-,P=A,

J|-|[|<e.
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fa然而，积分 是一个固定的正数，它不可能小于任意正数 ε.这一矛

J a盾表明 不可能在(0,+～)上一致收敛.证毕.

下面考虑含参变量的无穷积分的性质，与函数项级数类似，这里一致收

敛性起了关键性的作用，

定理4设函数f(r,y)在区域[a,+0]×[e,d]上连续，且积分

g(y)-?”f(xry)dr,c≤y≤d
在[c,d]上一致收效，则

(1)g(y)在[e,d]上连续，

(2)g(y)在[c,d]上可积，且

?s(y)ay=?ay?fta,ydr=[dr?f(riy)dy.
证明从略.

定理4的结论(1)是说，对任意yo∈[c,d],有limg(y)=g(yo),即

im。 fa yydx={.fa.yo)dr=]limf(a,y)dx.
这说明在定理所述条件下，可以在积分号下求极限.而定理4的结论(2)则

说明，可以交换积分的次序.

例 5求积分

1=?.d(0<a<β)
的值.

解注意被积函数可表为

e-=d
1-?dr?edr.故有

另一方面，我们考虑含参变量的无穷积分

?dx,
由于函数e-在区域[0、+~]×[a,β]上连续，而且这个无穷积分在[a,β]

收敛).上一致收敛(因为当t∈[a,β]时，|c-|≤e2,而
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由定理4,可以交换积分的次序，即有

d。c~dr=?,dx|e*dt =1.
而这里左端的积分是不难求出的：先可算出

eds
由此即得

"n?edx=?Fd-√(F-√a)
于是 J=√π(√β-√a)

2a,,定理5 设函数f(x,y)及： 在区域(a,十的)×[c,d]上连

续，并且积分

g(y)=?.f(x,y)dx
在[c,d]上点点收敛.又设积分

f3a,x
在[c,d]上一致收敛，则含参变量的积分g(y)在[c,d]上可导，且

g'(y)=?.e(a,dr.
证明从略.

定理5表明，在所述条件下，可在积分号下求导数，

定理5的实用价值在于它为求某些无穷积分的值提供了办法，即可以

将要求的无穷积分看作某个含参变量的无穷积分当参数取某个特殊值时的

函数值.对参数在积分号下求导可能使这个含参变量的积分容易算出，再将

参数的特殊值代入即得所要求的无穷积分之值。

下面的例子是这种方法的一个典型例子.

例6求无穷积分

t=f." dr.
解 该积分的收敛性在本章§1中已证明过.为求它的值，考虑一个含

“收敛因子”e-∵(t≥0)的参变量积分
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g()=?cedx,t≥0.
任意选定一个正数!,这个积分显然在t∈[0,l]上一致收敛(见例3).故有

g(0)=?.~in-dx=1.

f(xv)=e~*i该参变量积分的被积函数 在(0,+?[0,t]上连续，

ime--1.因此，在补究定义后f(x x)在[0,+]×[0,]上且极限

连续.由定理4知，g(t)在[0,i]上连续，故有

g(0)=limg(x).
因此，我们只要设法求出g(t)在(0,+c)上的表达式，即可求出g(0),也

即求出了 I.

为求g(t)的表达式，我们先设法求出g'(t)的表达式.任意取定一点

tn∈(0,+心),必存在区间[c,d],满足to∈[e,d]C(0,+),不难看出被

3f=-esinx积函数f(x,t)当t∈[c,d]时满足定理5的条件.而

显然在(0,+)×[c,d]上连续，又这时

|≤c,
f。"dr且积分 收敛，所以积分

faf,d
在[c,d]上一致收敛.于是由定理5,有

g(t)=?*2fdr=。-e sinzdz

=-(-+=|

=-+·c≤t≤d.
特别当x=ta时，有

k4)-1+
由于t。是(0,+心)中任意取定的一点，故上式对一切!∈(0,+co)成立，即



362第十一章 广艾积分与含参变量的积分

g(t)=~1+z·O<t<+~.
g(t)=-arctant+C,0<t<+~.于是

下面再来定常数 C.由g(t)的表达式看出，当t>0时有

o≤lgc)l≤?.|edt≤?dx-÷,
再由夹逼定理即得 limg(t)=0.于是，令t→+~,对g(μ)=-arctant+C
取极限，即得

c=limarctam =2.
因而 g(1)-E-arctant,O<t<+~.

由此即得I=g(0)=limg(t)=云，,也即

?dx-
有了这一结果，就很容易求出积分值

1-?。dr,a为任意实数，
事实上，当a=0时，I=0.

当a<0时，令u=ax,有

。sim=dr-?. shcdn --“-?,=-
当α>0时，同理可证I=π/2.

总之，有

例7 求无穷积分

1=?,adx(0<a<b)
的值.

解 利用

caar toshr =?sinrydy,
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即得

1="dr? ndy.
fa(y)=,令j ,补充定义 f(0,y)=y,y∈[a,b],则被积函数f(z,y)在

f.ndr 在区间[a,(o,+~)×[a,b]上连续.前面我们已经证明积分

b]上一致收敛.故由定理4可知

1-[dy?。 idx.
再由上例，立即得出

1-?,dy-告(b-a).
在定理4中，我们只考虑了一个有穷积分与一个无穷积分交换积分次

序的问题.但有时还需考虑两个无穷积分是否能交换次序的问题.下面给出

两个累次无穷积分可交换积分次序的一个充分条件，

定理6 设函数f(x,y)在区域[a,+o]×(c,+w)上连续.又设两个

参变量积分

ffa-y)dr.c<y<+
f.fxry)d.a≤x<+

分别关于y及x在任意有穷闭区间[c,d]及[a,b]上一致收效，并且两积分

f.ax?"Ifaw)Idy 与["d?.”|f(ry)|dz
中至少有一个存在，则两积分

ae?fa.y)dy与( dy?fx.y)de
都存在且相等，即

as?fay)dy=[dy]Fcryy).
亦即可交换积分次序.

证明从略，

这个定理将在下一章讨论傅里叶积分时得到应用.

定理6可推广到无穷瑕积分的情况；
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定理6’设函数f(x,y)在(a,+0)×(c,+心)上二元连续，又

fay)dr与(,fa.y)dy分别关于y及x在任意有穷区间[c+e,d]
及[a+e,b]上一致收敛，且

?dz?|f(xy)|dy与?dy]。|f(z,y)|dz
中至少有一个存在，则

.de?.faydy-? dy?.f(,y)dx.
证明从略.

2.含参变量的瑕积分

设Y是一个区间.我们假定两数f(r,y)在(a,b)×Y上有定义，并且

在[a-e,b]×Y上连续，这里ε>0是任意充分小的数.此外，对于任意固定

的y∈Y,f(x,y)作为x的函数在x=a点附近无界，也即以a为瑕点.在

这样的条件下积分

g(y)=?f(ey)dx,y∈X
则是一个以a 为瑕点的含参变量的瑕积分.例如

f.dx,p>o.y∈Y
就是一个以x=0为瑕点的含参变量的瑕积分.为了讨论这种瑕积分对参变

量的连续性、可积性以及可微性等问题，同样地，我们需要这种瑕积分一致

收敛的概念.

在以下讨论中，我们不妨都设a为瑕点.

定义2设含参变量的瑕积分

Ftr,y)dr,y∈Y
在Y上点点收效，若对任给e>0,存在与y无关的正数δ。,使当O<?<??

时，对一切 y∈Y,都有

."f(x,y)dz|<e,
则称该含参变量的瑕积分在Y上一致收敛.

根据上述定义，读者完全有能力自己写出关于含参变量的瑕积分一致

收敛的柯西收敛准则.这里不再叙述.
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根据柯西收敛原理或者直接根据定义 2,立即推出关于瑕积分一致收

敛的 M 判别法.

定理7设Y是一个区间，函数f(x,y)在(a,b)×Y 上连续，且对于

任意的y∈Y,f(x,y)以a为瑕点.叉设f(x,y)在[a,b]XY上满足下列

条件：

|f(x)y)|≤g(x),

其中g(x)是定义在[a,b]上的连续函数，且使得瑕积分

「g(x)dr
收敏，则瑕积分

f(xvy)dx,y∈Y
在Y上一致收敛.

完全类似于含参变量的无穷积分的情况，对于瑕积分的一致收敏同样

有狄利克雷判别法及阿贝尔判别法.作为练习，请读者自己写出.

一致收敛性保证了瑕积分对参数的连续性以及交换积分次序的合理性.

定理8设函数f(r,y)在[a,b]×[c,d]上连续，且含参变量的瑕积分

g(y)=(fca y)dr
在[c,d]上一致收敏，则

(1)g(y)在[e,d]上连续；

(2)g(y)在[e,d]上可积，且

fayfcasy)dx-?ds?f(xy)dy.
对于含参变量的瑕积分也有积分号下求导的定理.

定理9 设函数f(xy)535,在区域[a,b]×[c,d]上连续，瑕
?/(a·y)dx 在[cvd]上点点收敛，而鞭积分?f8ar在[]积分

上一致收效，则含参变量的瑕积分g(y)在[c,d]上可导，且

s(v)=[.2/a,]a
定理8与定理9的结论对于以6点为瑕点的瑕积分也同样成立，定理9

中[c,d]换成开区间或半开半闭的区间，其结论也成立.

例8求含参变量的瑕积分
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g(1)-J#√-22dx,0≤;≤1
的表达式及瑕积分

1=?Zda
的值.

解 本例中x=0不是瑕点而x=1为瑕点.由于

/-→市 (x→1).

1dr是收效的又被积函数 f()-(-;因而瑕积分 及

-a+ry :在R:[0,1]×[0,1]上连续(补充定义f(0,t)为

t);且

I f(aw)|≤,((x,t)∈R

?f(x t)ds因而 :在[0,1]上一致收敏.于是g(t)在区间[0,1]上连续.又

⋯<万∈R,
所以「 dx在[o,1]上也一致收敛.于是

g(a)=?3fdx=?+

=rtan
一·+·O≤t≤1.

对上式两端积分得

g(t)=n(x+√I+)+C,O≤t≤1.
由g(0)=0可定出常数C=0.

这样，我们得到
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g(4)=2In(t+√I+2),O≤t≤1.
以t=1代人即得

1-g(1)=2In(1+√E),

(.√ndx=2n(1+√).即

3.T 函数与B函数

F函数与B函数在积分计算、概率统计及数学应用中，是仪次于初等

函数的重要函数.现在我们来介绍它们的定义、性质及计算公式，

我们考虑含参变量的积分

f。xedz.
这是一个无穷积分，且当α<1时，x=0为瑕点，所以它又是一个瑕积分，我

们称此类积分为无穷瑕积分，现在将它分为两项：

。x~edx=?x~^e~dx+?(x~^c~dx.
上式中第一项当a<1时为瑕积分，且当x→0时，

a~^e/≥=e→1,
?x*^edr 「兴因而当0<1-α<1即0<a<1时， 与瑕积分 同时收

做，而当a≥1时，?x^e2dr为正常积分.总之我们可以说，当a>0 时上
式中第一项收敛.再看第二项，它是无穷积分，当x→+～时，对任意实数α,

都有

x~^e~/}=z*e-0,

f.~ax ,edr 对一切实数a收做.综合起因而由 收敛即可推出

来可得：当α>0时上述含参变量的无穷瑕积分收敛.故当a>0时，它确定

了一个a的函数，称为I函数，记作

r(a)-?x)edx,a>0.
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首先指出，F函数满足下列递推公式：

T(a+1)=aT(a),α>0.

事实上，用分部积分法可得

r(a+1)=?。x2e~dz
=-x?e~|0+a?。x~e~dr
=aT(a).

注意到r(1)-?。“e~dx=1,当α为正整数n时，就有
F(n+1)=nT(n)=n(n-1)T(n-1)=⋯=n!.

因而T函数可看成是阶乘运算的推广.

今后常要用到r(去):这个值.不难算出

r)-=d
=2?,d=2,-√.

r()=可计算r(o)的某些值，例如，利用1

r(号)-是)-()
=3.

当α取其余正实数值时，实用中可利用公式T(α+1)=aT(a)及查F函数

值的表来求得T(a)的值(表中只列出l≤α≤2时T(a)的值),

下面我们来证明T(a)在区间(0,+m)内是连续的.

在(0,+o)内任意取定一点αo,必存在区间[c,d],使

ao∈[c,d]C(0,+0).

?xNedr在[,d]上连续，事实上，当0<x≤1;c<a≤d先证明

?x~e-dx当c>0时，x-1e在其上二元连续且x-1e?2≤x-e”,而

?,s~dr在[vd]上一致收效，由定理8.?g~e~dx时收敛，因而 在
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[c,d]上连续.

x~^g*dz再证明 在[e,d]上连续.当1≤x<+~;t≤a≤d时，

「xedr收敏，因而x-le-”在其上二元连续且x°'e-≤x-le”,而

xc*dr 在[c,d]上一致收敛，于是由定理4,?,x~^c*dx在区间
[c,d]上连续.

「。“x~~dz在[c,d]上连续，特别在○?处连续，由于a?是综合起来，

(0,+o)内的任一点，故I(a)在(0,+0)内连续.

下面我们来介绍B函数.

我们考虑积分

f,x~(1-a)~~dx.
当p≥1且q≥1时，上述积分为正常积分.当p<1时x=0为瑕点；当q<1

时x=1为瑕点.将它写为两项之和：

fs~^a-xy~dx=?~d-a)~ax+?g1-z)~d
当x→0+0时，

x1-a)~/=(-x)2→1,

z~(a-x)*dr因而当0<1-p<1即0<p<1时，所讨论的瑕积分

收敛.当x→1-0时，

x~(1-x)~/a-1yF=x*1→1,

J;z(a-z)*^ax收敛综合故当0<1-q<1时即0<q<1时，瑕积分

f=-r)~*dz起来，当p>0且q>0时积分 收敛，并且确定了一个

二元函数，称之为B函数，记作

B(pvq)=[x*](1-z)*`dz(p>0.q>0),
与证明F函数的连续性类似，我们可以证明B(p,q)在区域(0,+co)

×(0,+~)上是连续的(证明留给读者).
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又利用变量替换x=1-t,即可证明

B(pvq)=B(q·p),p>0q>0,

即 B函数关于p,q是对称的，

下面我们来证明 B函数与T函数之间有关系式①:

B(pvq)=TY +g
x=1t>0),为此，我们通过变量替换，将B函数与T函数变形.令

不难推出B(p,q)可表为

B(p.a)=(,x~(1-x)~dx-?。n+)dh.
又令x=ty(t为任意取定的正数，y为新的积分变量),有

r(o)-?。x~Ye*dz-t?。y~e"dy,
即

F(e2-?。y~dy(a>0x>0).
再用p+q(p>0,g>0)代替上式中的α,用1+t代替上式中的t,即得等式

a+-fy
将上式两边同乘以tP-l,再从0到+0对t求积分，得

r(p+g)]。a+)-f. ydy)d,
上式左端的无穷积分就是B(p,q).而右端的被积函数符合定理6'中的条

件，因而可交换积分次序，于是得

r(p+q)B(pg)=?y~e~(.e)dy
=?ydy
-r(p?y*erdy-F(p)r(q),

B(pa)-FYP+g)即

① 时间不充裕时这一证明可以不在谦堂上讲授，重要的是记住这个公式并学会应用它。
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当 m,n为自然数时，利用这个公式即得

B(m m)=Ftm F)-mm
比外，还可以得到

(2号)-))
我们可利用F函数值的表，以及F函数与B函数的关系，来求一些无

穷积分与瑕积分的值。

f。adr.例9 求

解 当x→+~时，被积函数与· 同阶，因而无穷积分收敛.

令y=+z,即x-号-1,dx--}dy,则

ad=fy+a-y)2dy

=B(号)--)
-r()·r()
=r()·r()~1.107.
=m例10 求

后解x=1是瑕点.当x→1时被积函数与 同阶，所以收敛.令

t=x*,则

C.-}÷a-n-+d-÷≥)
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?。ed(a>0),例11 求
解 令at=x,则

fSe=÷+xedx=xtedx
=)=r()-

F(a)也可以有许多其他表示方法，有些在前面例题及证明B函数和T

函数之间的关系式时出现过.例如：

r(a)=?。xedx=r?。yedyt>0).
另外，令x=t2,有

r(a)=?x~)e~dx=]x-)e-2di
=2?d

I.=?。~x2~dx(n-1,2.⋯).例12 求

解 根据T(α)的表达式

r(o)=2?,,
我们有

1.=2·2?ede=÷r(m)
再由T函数的递推公式

t.=2r(22)-≥r(~22+1)-2·"2r(2

-2,2+r(~z3+1)-,m21.22r(2?+)
-⋯-m2Dr2)=n

x=cos3θ(o≤0<),B(p,q)还可表示成三角函数的积分.事实上，令

前面给出的 B(p,q)表达式可化为
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B(p,q)=2?, os~`Bsin2~adp,p>0,g>0.
利用这一表达式，可求一些三角函数的积分值.

J sin'rcos'rdr.例 13 求

解 原式=?“sin2~xcos2~xdx=B2,3)

可馏
习题11.3

1.讨论下列积分在指定区间上的一致收效性；

Jd=(-~<t<+~):(1)

J.dr0<<r<+),(2)

?sincdr,(10<as<a<+≈,(i)O<o<+~ 提示：不论(3)

A-2ax>N?a=云，有|?sinxdx|>系)N 多么大，取

[(0≤b<+)(4)

?.dx,(30<c≤t<d,(5) (ii)0<1≤d;

[(6) (0<t≤b<1).

2.求下列积分的值：

?.“dx (0<a<b);(2)?ax(a>-L.b>-1);(1)

c(提示：令(-x+号),(3)

[.x; . ar(a>0.g>0).(4) (5)

?.ur3.求积分 的初等的数表达式.(提示：先在积分号下对t求导.)

4.利用「函数和B函数，求下列积分的值：
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(2)[”x(1)?√x-z2de;

?,=2√a-Far(a>0); (4)[er2*di;

(6)。“中(辆示：令(-1+):

(3)

(5) (提示：令!=z1);

(概示：4(-+)(7)

(8) (提示：令!=x3)

fsn*xcosxdr(9) (m>-1,n>-1).



第十二章傅里叶级数

本章将讨论把一个周期函数展开成三角级数的问题.这一问题不仅在

数学理论研究中有重要价值，而且在其他学科及工程技术上有广泛的应用.

这一问题的讨论导致了一些新的数学观念，比如由函数组成的线性空间及

其中的内积、正交与平均逼近等概念.这些都为我们进一步学习现代数学理

论提供了典型的例子.

§1三角函数系及其正交性

在第十章§6中，我们讨论了将一个给定的函数展开为幂级数的条件

与方法，我们发现，只有当一个函数在某一区同上无穷多次可导时，这个函

数才有可能在该区间上展开为幂级数，但在实用中我们所遇到的函数，有很

多并不是无穷多次可导的.如在无线电技术中考虑的矩形波函数、锯形波丽

数等，它们在间断点或尖点处就不可导，因而就不能用一个幂级数来表示它

们，但这类函数具有另一个特点：它们都是有周期性的.于是人们会考虑到

用无穷多个周期函数之和来表示它们.

这使我们很自然地想到三角函数：cosnr及sinnr,其中n为自然数.

它们都是以2π为周期的.我们可以提出这样的问题；给定了一个以2π为

周期的函数f(x),能否用下列无穷多个周期函数：

1,cosr,sinx,cos2x,sin2x,⋯,cosnr,sinnz,⋯
的线性组合来表示函数f(x)?也即是否存在常数a。与b。使得

f(a)-z+≥(a,csnx +b,sinmx)?
312这个由三角函数组成的级数称作三角级数.这里将常数项记作： ,而不记作

aa,这只是为了今后的某种方便，不是本质问题。

当给定的函数f(x)不是以2π为周期，而是以T为周期时，我们自然

会以下列三角函数系：

l,coswx,sinax,cos2wx,sin2ux,⋯,cosnux,sinnux.⋯
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来替代上述三角函数系，其中w=2π/T.因此，我们把三角函数系

1,cosx,sinx,⋯,cosnx,sinnx,⋯
称作基本三角函数系.以2n为周期的函数的问题研究清楚了，一般周期的

函数也就容易推广了.

将一个周期函数表示成三角函数系的线性组合，这不单是数学上的考

虑，更重要的是物理上有关波动的合成与分解已经为此提供了许多例证，直

到今天，关于三角级数的研究依然是现代数学的重要分支之一，而三角级数

的理论是许多工程计算的基础与工具.

为了讨论将周期函数展开成三角级数的问题，我们先来讨论基本三角

函数系的基本性质.

我们很容易验证：基本三角函数系中任意两个不同的函数的乘积在

[一π,π]上的积分为0,即有

,1·sinnxdx =0,
1ac00n7A= (m,n=1,2,⋯);U

mx·ca-d--0
(m,n=1,2,⋯,且m≠n).

后面三个等式的证明要用到三角函数的积化和差的公式.我们把基本三角

函数系的上述性质称作该函数系在区间[一π,t]上是正交的，

为什么把上述性质称作正交呢?我们须要对此做一点解释.

我们考虑区间[-π,r]上的全体有界可积函数①所组成的集合，并把这

个集合看作一个“几何空间”,其中每一个函数f看作一个“向量”.对于任意的

实数λ,我们把af看作“向量”f与实数λ的“数乘”,并将两函数 f与g的和

f+g 视作“向量”的和.在这样的看法下，这个函数集合就构成一个线性空间。

对于这个空间中的任意两个向量f与g,我们定义

(f·g)={?f(x)g(z)dz

① 本章中所说有界可积是指奖曼可积，意在强调不讨论无界函数的舞男叶级数.但是实际上

本章中的许多结果可操广到某种无界函数类中去，比如平方后在一个有穷区间上的根积分收效的

函数，有些书中称这类函数为平方可积函数.
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为f与g的内积(相当于点乘),并把

1fll=√5,FT=√?F(a)dx
定义为向量f的范数(相当于三维空间中向量之长度).这样我们就可以把

[-π,π]上有界可积的函数空间跟有限维欧氏空间 R”进行类比了，比如，丽

数f到g的“距离”自然是定义为

f-gl-/Lf(4)-g(x)]ar,
而函数f与g是“正交的”指的是其内积为零，即

(f、g)=f(x)g(x)dx=0.
有了这样的看法，就不难理解我们为什么把基本三角函数系中两个不同元

素之乘积的积分为零称作正交了.不仅如此，上述看法还为我们今后的许多

讨论带来益处.

现在我们回到基本三角函数系的讨论.

不难看出，对任意自然数n,

fsin'ardz-?“.1-2mdx=x,
?cos'nzdr=x.同理有

总之，我们有：当n为自然数时，

? cos'ardr=-?sin2nedx =1.
f1·dz=2x,那么很容易看出函数系再注意到

, o, si, cosr, sin2s,⋯
在区间[-π,π]上不仅仅是两两彼此正交的，而且它们之中的每一个元素

的范数(长度)为1,因此，这个函数系是单位正交系，

习题12.1

1.证明基本三角函数系的正交性中的等式：

? siamz ·sioedx =0.
(对】

? sinmr ·czdr =0.
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2.证明本节中定义的范数(f,g)具有下列性质：
(f,C?g?+Crg?)=C?(f,gi)+C?(f,gz)(C?,C:为常数).

3.证明：|(f,g)|≤fH·lgl.(提示：注意Ⅱf-λg|2≥0,其中A为任意

常数，将Ⅱf-λg|l2写成关于λ的二次三项式.)

§2 周期为2π的函数的傅里叶级数及其收敛性

1.周期函数的傅里叶系数与傅里叶级数

为了研究一个以2π为周期的函数f(x)能否展成三角级数：

2+3(a,ccmx+h,simz),
我们应当首先考察，假如上述三角级数收敛到f(x),那么三角级数的系数

ag,a.及b?(n=1,2,⋯)应当怎样确定.

为了便于回答这个问题，我们不妨假定较强的条件，即假定上述三角级

数在(一0,+0)上一致收敛于f(x).在这样的条件下，我们有

f(x)-+(a.cmmx+b,smx),
且在等式两边乘以 coskx 或sinkx 后可逐项求积分，于是有

[f(a)sinkzdr

-2sinkrdz+?.(a.cossikx+b,simz sinkr)ds

-asikrds+(4. cozsikrdx+6.? simx sinkrdr).
由基本三角函数系的正交性，立即推出

?f(x)sinkxdx=b?π,k=1.2.⋯
类似地，我们可以推出

f(x)dz =agx,
f(x)oskzdz =axx,k-1,2,⋯,

或统一地写成：

「flx)cokxds=a:π,k=0,1.2.⋯.
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62(顺便指出，我们之所以将三角级数的常数项写成 而不是au,就是在于这

种记法使得a,有上述统一的表达式.)总之，我们证明了：若f(x)能展开

成一个一致收敛的三角级数

f(a)=+2a,cs+b,in),
则其系数a,及b。由f(x)唯一确定：

a.-?f(x)cwndz,n=0,1,2⋯,

b.=f(a)siomedz,n=1,2⋯.
现在，我们给出一般的定义.

定义 设f(x)是一个以2t为周期的函数，且在[一π,π]上有界可积，

我们称数串

a,-+?f(a)cosnrdr(n=0,1,2,⋯),
(12.1)

6.=f(z)simxdx (a=1,2,⋯)
为函数f(x)的博里叶系数.以傅里叶系数为系数，所做的三角级数

2+2(a,cax+,siar),
称为函数 f(x)的傅里叶级数.

需要提醒读者注意的是，只要周期函数f(x)在[-r,n]上有界可积，

便可根据上述公式(12.1)求出它的傅里叶系数，从而做出其傅里叶级数.但

是，我们无法断言该傅里叶级数一定收敏于f(x),事实上，两数f(x)的傅

里叶级数在[-π,π]上不一定收敛，即使收敛，也不一定收敛到f(x).因而

我们把函数f(x)与其傅里叶级数之间的关系用记号“～”表示，即表示成

f(a)~2+2c.c+h,sm),
以表示两者不一定相等.何时可以将“～”换成“=”是我们要研究的问题之一.
2. 傅里叶级数的收敛性定理及傅里叶展开式

现在，我们要研究的问题归结为两个问题：一个以2π为周期的函数所
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对应的傅里叶级数何时收敛?如果收敛，这个傅里叶级数是否收敛于给定

的函数?

下面给出傅里叶级数收敛的两个充分条件.为此，先明确几个概念.
我们称函数f(x)在[a,b]上分段连续，如果f(x)在[a,b]上除去有限

个第一类间断点外处处连续.我们称函数f(x)在[a,b]上分段单调，如果

f(x)在[a,b]上只有有限个单调区间.例如，图12.1所示的函数在区间

rain[一x,t]上是分段连续且分段单调的，义函数 在区间[一π,π]上分

段连续但不分段单调，因为它在任一小区间[-δ,δ](0<8<t)上做无穷多

位次振荡.而雨数 在[-π,π]上分段单调但不分段连续.因为其间断不是第

一类间断点.

9

-3π1 2π

?

-π' O

9

π 2π

户

3π x

图 12.1

下面我们引进分段可微的概念，为此，对于函数 f(z)的第一类间断点

xo,我们推广在xa处的导数的概念：记f(xn-0),f(x?+0)分别为f(x)

在x。处的左、右极限，若极限

im ft-Af?
存在，则称f(x)在xo处广义左可导，并记该极限为f'(xo-0),称之为

f(x)在xn处的广义左导数；同理，若极限

tim fa?+△)=f+0
存在，则称f(x)在x?处广义右可导，并记该极限为f'(xg+0),且称之为

f(x)在x。处的广义右导数.

若函数f(z)在[a,b]上分段连续，又存在有限个点a=xo<x?<⋯<

x?=b,使f(x)在每一小区间(zix;+i)上可微，且在这些点处的广义导数
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f1(x:+0),f′(x+?-0)存在(i=0,⋯;n),则称f(x)在[a,b]上分段可

微，例如函数y=[x]在[一π,π]上是分段可微的.

定理1(狄利克雷定理) 设函数f(r)以2π为周期，在区间[-π,π]上

满足狄利克雷条件，即f(x)在[-r,r]上分段连续且分段单调，则f(z)的

傅里叶级数在任意一点x处均收效，且其和函数为

s-- x为f(x)的连续点，,x为f(x)的间断点.
证明从略.

这个定理表明：一个分段连续且分段单调的函数，在其连续点处，其傅里

叶级数就收敛到该点的函数值.这时我们称函数在该点可以展成傅里叶级数.

应该注意，在函数的间断点，傅里叶级数不一定收敛于其函数值，而是

收敛于函数在该点的左右极限的平均值，这一结论也适用于[-π,π]的端

点，即若函数f(x)在x=π处间断(见图12,1),由定理1知

s(n)=号[f(n+0)+f(n-0)],
再注意到周期性，可推出

S(x)=÷[f(-x+0)+f(x-0].
同理也可推出

s(-π)=}[f(-π+0)+f(π-0)].
总之，在定理1的条件下，傅里叶级数在±π处的值，等于函数在一π处的

右极限与在π处的左极限的平均值，

定理2设函数f(r)以2x为周期，且在区间[一π,π]上分段可微，则

f(x)的傅里叶级数在任意一点工处均收敏到和函数

S(z)-÷[f(x+0)+f(x-0)],-<x<+~.
证明从略.

因为在连续点处，f(x+0)=f(x-0)=f(x),所以定理2的结论实

际上与定理1的结论是一样的.

例1设函数f(x)以2π为周期，它在(-π,π)上的表达式为

fa)-{, <
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(见图12.2),求 f(x)的傅里叶级数及其和函数.

l

P π P P

一3% -2π π 0 π 2π 3π x
0 π 0

图 12.2

解 先计算傅里叶系数：

an=1ff(a)dx-÷(”,-ndx+?zdz)=-2,

a.=(.-kxdx+?-coxde)
-n2cosn|°-m÷[(-1)*-1],n=1,2,⋯,

6.-(”.-msimxdz+esimedr)
--2-1*],n=1,2.⋯.

故有

f(a)~-+烹{÷[(-1)-1]om
+÷[1-2(-1)*]sinmx}

又因为f(x)在[一π,π]上分段连续且分段单调，故其傅里叶级数在

(一0,+心)上点点收敛，在f(x)的连续点处就收敛到f(x),在f(x)的

间断点处收敛到左右极限之平均值.于是有

-2+高(-⋯ k=0,±1,±2,⋯.
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例2 设两数f(x)以2π为周期，它在[-π,π]上的表达式为

fa)=0.cs<0
(见图12.3),求f(x)的傅里叶级数及其和函数.

y

-0 1 o -0

-3π -2π -π 0 π 2π
-X

3π

图 12.3

解 先计算傅里叶系数：

ao-?f(a)dx-(0dx+?,tdr)=1,
a.=?f(x)cosnzdx=}?cosmzdr
=i-0,n=1,2⋯,
6.-f f(a)simzdz -?simrdr--=

m=1,2,⋯,

故有

fu)~÷+2 2
因为f(x)在[-r,π]上分段连续且分段单调，所以其傅里叶级数在

(-c,+w)上点点收敏.于是有

÷+22m-
1, k=0,±1,±2,⋯.
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例3 设函数f(x)以2π为周期，它在[0,2π]上的表达式为f(x)=x

(见图12.4),求f(x)的傅里叶级数及其和函数，

y

2π P P

-2π 0 2π 4π -x

图 12.4

解按照公式(12.1),

uo-?f(x)dr,
因为f(x)是以2π为周期，利用周期函数的定积分性质，所以我们不必再

去求 f(x)在[-π;0]上的表达式，则有

as=f(x)dx-?zdz-2π.
同理，

ao=+f(x)conxdx =fxcsnzdx

=sdsimx
=sisimzdr
=0,n =1,2,⋯,

b.=f(x)simrdz-?sinmeds
=-rdcomt
--+d
=-2、n=1,2⋯,

故有
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f(x)~x-2点
因为f(x)在(0,2π)上连续且单调，x=0和x=2π都是第一类间断

点，所以其傅里叶级数在(一0,+co)上点点收敛，且有

x-22--2*+ k=0,±1,±2,⋯.
3.奇、偶周期函数的傅里叶级数

以下设函数f(x)以2n为周期，在[-π,π]上有界可积.现在我们讨论

f(x)为奇函数或偶函数时的傅里叶级数.

(1)当f(x)是偶函数时，其傅里叶系数为

a,=? fta)cosnrdx=?fa)casnedx,n=0,1,2,⋯;

b.=Jf(x)sina=dx=0,n=1,2⋯.
所以这时f(x)的傅里叶级数中只含常数项及余弦函数的项：

fu)~2+.
称这样的傅里叶级数为傅里叶余弦级数，简称为余弦级数.

(2)当f(x)为奇函数时，其傅里叶系数为

a.=0,n=0,1,2,⋯;

b.=2f(x)sinaxdx,n=1,2,⋯.
这时f(r)的傅里叶级数中只含正弦函数的项：

f(a)~6,s
称这样的傅里叶级数为傅里叶正弦级数，简称为正弦级数.

例4设函数f(x)以 2π 为周期，它在

[-π,π]上的表达式为

y

iò 0
-π xo 青

-1C-

(见图12.5).求f(x)的傅里叶级数及其和函数.
图 12.5
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解因为f(x)为奇函数，所以

a,=0(n=0,1,2,⋯).

b.=2.siardr=-2 sn|

2[1-(-1)~]
才无

对=2k- .m=4-1, k=1,2,⋯.
于是

f(a)~4Sz-n(2k-x

=(sinx+÷sn3x+snsz+⋯),
由于f(x)在[一π,x]上分段连续且分段单调，故其傅里叶级数在

(一?～)上点点收敛，记其和函数为S(x).不难看出，当x∈(-π,O)U

(0,π)(即f(x)的连续点集合)时，S(x)=f(x).在间断点x=-π处，

s(-π)=÷Lf(-x+0)+f(π-0)]

-2(-1+1)=0=f(-x).
同理，在另两个间断点x=π及x=0处，也可算出S(π)=0=f(π),S(0)

=0=f(0),于是在整个区间[-π,π]上，S(x)=f(x),再由周期性知，在

(-?～)上S(x)=f(x),亦即f(x)在整个数轴(一0,+~)上可展开

为傅里叶级数：

f(r)-年[sinx+5sia8x+÷sinsx+⋯],x∈(-≈,+).
图12.6显示了在区间[-π,π]上这个傅里叶级数的部分和逐步逼近

f(x)的情况，其中

s,(x)=sinx,S,(x)=(sing+}sin3x),

s,(z)==(sinx+3sin3x+5sin5z),
S.(x)==(sinx+3sin3x+5sisx+÷sin7z).
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叫 Si

-π^ O 式

-1

y 82

-π1 0 π r
-1

8

0 π' 常

S

π

图 12.6

4. 任意周期的周期函数的傅里叶级数

前面我们讨论了以2π为周期的周期函数的傅里叶级数，显然，上述结

果很容易推广到一般的周期函数上.

假定我们讨论的周期函数的周期为21.这时我们考虑的三角函数系也

应是以 2!为周期，即

,cosr, sin x,,cos Far, sin nr,⋯⋯.
为方便起见，我们将它写成：

2,c, sir.⋯, casr, simr,⋯,
其中w=π/l.我们希望求得相对于这个三角函数系的给定函数的傅里叶级数.

设y=f(x)在(一心，+0)上有定义，以21 为周期，并假定f(x)在
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t=,得到函数[-1,l]上有界可积.我们做变量替换

k()=(章),
这时 g(t)是2π为周期的函数.事实上，

gQ+2x)=f(÷a+2x)=f(÷+2t)-r)-g)
现在，我们假定

g(t)~2+≥(a,co+b,sinm).
其中

a.-H?g(t)cosndt,n=0,1,2,⋯,
6.=g(a)sinmadi,n-1,2,⋯,

这里的a。与b,可由 f(x)表示.事实上，在上述积分中令t=即可，则有

a.-lsu)cosndt=?f(x)cs=dz,n-0,1,2⋯,
b.=lε(t)sindi-}?f(x)sindx,n=1,2,⋯.

这样，我们自然就把级数

2+2(0+in)
作为f(x)的傅里叶级数，其中系数由下列公式确定：

a.-?f(a)cos=dx,n-0,1,2⋯,

b,-}[f(x)sin=de,n=1,2,⋯.
前面关于以2π为周期的函数的傅里叶级数收敛性的定理(定理1与定

理 2)很自然地可以推广到以2l 为周期的函数上.

[-2]例5 设函数 f(t)以T为周期，它在 上的表达式为



82 周期为2π的函数的傅里叶级数及其收做性 389

yl

A|

一(其中 (见图 12.7).求 f(t)的傅里叶展开式.
0 ?下三 丁2

1-三，又f4)为偶函数，所以解 本题中 图 12.1

bw =0,

a.-[Asd-分-
2=F-,于是再注意

.一A一A
当n=1时，

a一气As o
当n≠1时，

a.-fn(a+1-an(a-1ula
-w-1-[(-1*+1].n=2.3.⋯.

考虑到a?=0,我们得到统一的表达式

k=0.1,2,⋯

所以

fu~4-*2-
(-) ()=r(-2)-0,又根据定义，f(t)在 上连续.由周期性知」

(-0)-0,放fu)在[[-2.]上连续.再由f(x)的周期性即推出它
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在整个数轴(一～,+0)上连续，故其傅里叶级数处处收敛，并收敛于
f(x).也即

fu)-2-4A=-, -0<t<+o
顺便指出，在上式中令t=0,移项得

2-
5.定义在有穷区间上的函数的傅里叶级数

前面我们讨论了周期函数的傅里叶展开.其实傅里叶级数不仅可以用

来研究周期函数，而且可以用来研究任意有穷区间上的函数，只要我们将它

周期延拓到整个数轴上就成了，以下分情况说明这一点.

(1)给定函数y=f(x)在(-π,π)上有定义.这时我们考虑一个新的函

数，它是分段定义的；

F(x)=f(x-2kπ),当2kx-π≤r<2kπ+π,

其中k=0,±1,±2,⋯.很容易验证当k=0时也即当x∈(-π,π)时，

F(x)=f(x).而对于其他k,F(x)的函数图形恰好是f(x)的图形的平移，

见图12.8.这时函数y=F(x)是一个以2π为周期的函数，且在(-π,π)上

恰好等于f(x).因此，我们称F(x)为f(x)的周期延拓函数.

yl

p

3π -π 0 其， 3π x

图 12.8

设F(x)～立+(a,cosnx+b,sinat),那么
a.=(F(e)comxdr=fx)conrdr

(n=0,1,2,⋯);

a,-+?F(x)sinmzdx=f(a)simedr
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(n=1,2,⋯).

由上式可以看出这里的系数α。与b,只依赖于f(x)在(-π,π)上的值，因
此，我们可以不必写出周期延拓函数F(x)的表达式，而直接算出其傅里叶

级数的系数，

假定给定函数y=f(x)在(一π,π)上有定义，这时完全类似地可以将

它延拓成以2π为周期的函数，并且其傅里叶级数的系数可由f(x)算出.

顺便指出，假若给定函数y=f(x)在[-π,π]上有定义，且f(-π)=

f(π),这时f(x)可以延拓成以2π周期的函数，假若y=f(x)在[-π,π]上

有定义，但f(-π)≠f(π),这时f(z)不可能延拓成以2π为周期的函数.

这时，我们可以将f(x)按照(-π,π)上的定义，或者按照(一π,π]上的定

义，将它延拓成以2π为周期的函数.但是，无论这两种延拓中的哪一种，其
傅里叶级数中的系数a,与b,都是一样的；因为积分

a.-?f(x)comzdr、

6.-lff(x)sinmx dx
不因改变f(x)在[-π,π]中的个别点的值而改变.

因此，当y=f(x)在[一π,π]上有定义，但在区间端点处函数值不相等

时同样可以考虑其傅里叶级数，

例6 求函数

f(x)=n2-r2(-π≤x≤π)

在[-π,π]上的傅里叶展开式，

解由于f(x)为偶函数，所以b.=0(n=1,2,⋯).另外，我们有

ao=2?(x2-x2)dx=,

a.=?(-x2)cosnxdx=(~1)
(n=1,2,⋯).

因此，我们得到

fa)~3+42(-1,o.
现在，我们讨论该傅里叶级数的收敛性.由于f(x)在[-π,π]上连续，

而且f(-x)=f(π).因此，f(r)的周期延拓函数在整个数轴上都连续，此

外，f(x)在[-π,π]上分段单调.因此，下式处处成立：
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x2-x2=+4(-1)~÷ox,-x≤x≤n.
在上述等式中令x=0,即得

2-1-2+3-⋯+(-1~是+⋯
若在上述展开式中令x=π,又得

合=1+÷+5+⋯++⋯
(2)假定给定的函数f(x)在一个关于原点对称的有穷区间上有定义，

比如y=f(x)在(-l,t)中有定义.这时我们可以仿照前面的办法将其延拓

为以 21 为周期的周期函数.这时便得到 f(x)对应的傅里叶级数为

2+5(a.c+b,sin一),
其中a.与b。按照下列公式确定：

a.-}f(x)cosdx,n=0,1,2,⋯,
6.=}[f(r)sin=dr,n=1,2,⋯.

至于函数y=f(x)给定在[-l,l]或[-l,]上时，依旧按照上述公式
确定其傅里叶级数.而该傅里叶级数的收敛性及其收敛的值应该按照推广

了的定理1与定理2决定.

(3)给定函数y=f(x)在[0,l].这时我们首先应该把这个函数的定义

域延拓到[-l,l].这有很大的任意性，通常有两种办法是常用的：一种是偶

延拓，即定义函数

F.(x)-{(-2),-≤<0,
另一种是奇延拓，即定义函数

这里F?(x)是偶函数(见图12.9),而F?(x)是奇函数(见图12,10).然后，我

们根据延拓后的函数F?(x)或F?(x)求得它们的傅里叶级数.

对于偶延拓的情况，由于F(x)是偶函数，其傅里叶级数为余弦级数，
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F,(x)~2+2a,cs,-l≤x<1.
其中

an=?f(a)dx、a.-2?f(a)osrdz.
当0≤x≤l时F?(x)=f(x),这时F?(x)的傅里叶级数也就是f(x)的傅

里叶级数，即有

f(a)~2+2,cs,o<x<1,
其中α?,aw由上式确定.

y
y=F?(x)

f(x)

l

y=F?(x)-

-1 o]

x)

工

o[ c

图 12.9 图 12.10

在奇延拓的情况，由于F?(x)是奇函数，故F?(x)的傅里叶级数为正

弦级数

F;(a)~Sbs*,-l≤x<1,
其中

b,-2?f(z)sin*rdx,
在区间(0,l)上，上式也是 f(r)的傅里叶级数，即有

f(a)~2b.sn,o<x<1,
其中系数b,由上式确定.

由上面讨论看出，当f(x)在区间[0,t]内连续时(这时其傅里叶级数在

(0.1)内点点收敛于f(x)),在区间(0,l)内f(x)既可展开为余弦级数，也

可展开为正弦级数.这两个级数在区间(0,l)内都等于f(r),而在区间(0,
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l)之外，它们就可能不相同了(见图12.9及图12.10).

例7 将函数f(a)=1在区间[0,2]上展开成：
(1)余弦级数；(2)正弦级数.

解 (1)这时需将f(x)偶开拓至区间[-2,2](见图12.11).余弦级数

的系数可按前面的公式计算，即

ao=2dx -1,
a.-2J s2=L[1]

--1 k=1,2,⋯
由于偶开拓后的函数在区间[-2,2]上连续，且分段单调并在两端点x=

—2与x=2处的函数值相等，因而在整个区间[-2.2]上，余弦级数收敛于

f(x),因而有

合-立-章点n-rm, 0≤x≤2,

l

开

-2 O 2 x

yl

-2
d

o 2 上

图 12.11 图 12.12

(2)这时需将f(x)奇开拓至[-2,2](见图12.12).系数

6,-2?0云sindx=(-1)“2,n-1,2,⋯
由于开拓后的函数在区间(-2,2)上单调且连续，因而我们有：

音-2(-1)*÷m,-2<x<2.
特别地，上式当0≤x<2时成立.

显然，当x=±2 时级数



§2 周期为 2π的函数的傅里叶级数及其收敛性 395

22(-a-0,
它不等于函数y=卷1在x=±2 的值.这并不奇怪.根据狄利克雷定理，该傅

y-查； y=号：里叶级数在x=±2 的值应该是函数 在x=2的左极限和 在

x=-2 的右极限的平均值，而这个平均值显然是零.

对于函数y=f(x)(x∈[0,l]),除了上述偶延拓和奇延拓之外，还有

另外一种延拓方法.令

F(x)=f(x-kl),kl≤x<(k+l)l,

其中k=0,士1,士2,⋯.从直观上看.F(x)的图形恰好是f(x)的图形的平

移.F(x)是f(x)的周期延拓函数，最小正周期T=l.类似于前面讨论过的

以2l为周期的周期函数的傅里叶级数，将周期2l换成l,f(x)对应的傅里

叶级数为

a+点(a,cmse +b,imar),
a=空-空，其中 系数由下列公式确定：-
=f(x)cosdx,n-0,1,2,⋯,

-fc)sin2++d,n=1.2.⋯.
例8 设f(x)=x(x∈(0,π)),按照上述延拓方式将f(x)延拓成以π

为周期的周期函数(见图12.13),求f(x)的傅里叶级数，

解 这时l-x,a=2=2,则
ao=?xdx-x,
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y

π 户 P

其 0 π 2π -x

图 12.13

a.=2?zcos2nrdx =,zdsin2n
=sinsn2n
=2o2nx|=0,n=1,2.⋯,

b,-rsin2nr dr =-erdcos2nx
--+osdz
=-÷,n=1,2⋯.

由于延拓后的函数在区间(0,π)上连续且单调，x=0和x=r都是第一类

间断点，因此我们有

x=2-2,o<x<n.
πi3当x=0或π时级数也收敛，收敛于-

定义在有穷区间上的函数的不同延拓方式，所对应的傅里叶级数也会

不同，以f(x)=x(x∈[0,π)]为例，请大家观察例8所得级数与它的余弦

级数、正弦级数的不同之处.

习题12.2

1,设y=f(x)是以2π为周期的函数，它在[-π,π]中的表达式分别由下列各式给

出，求出 f(r)的傅里叶级数及其和函数.

(1)f(x)=r,-π≤x<π; (2)f(x)=x?,-m≤≤x≤x;
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(4)f4)={72、a≤<<a,(3)f(x)=|xl,-π≤x≤π;

(6) /c)-{1., k(5)f(x)=sin'x.-x≤x≤πi

f(x)=基-警(0≤x≤n)展开成余弦级数，2.将函数

3.将函数 fx)=晋-誓(0≤x≤r)展开成正弦缀数，
4.求函数

的傅里叶正弦级数，并写出其和丽数.

5.将函数f(x)=3(0≤x≤π)展开成正弦级数并由此推出

f(x)=2-sihx(o≤x≤r)的傅里叶余弦级数。6.求两数

7.求函数f(x)=*2(o≤x≤2k)的傅里叶正弦展开式.
8.利用前面各题中的展开式，求下列级数的值., (2)++⋯+n+⋯.(1)
9.设函数 f(x)以T为周期，它在一个用期内的表达式为

fmo-la
a-,A>0,求 fu)的傅里叶展开式.其中

10.设函数f(t)(-π≤x≤π)的傅里叶系数为au,a?,b?(n=1,2,⋯),求函数

g(x)=f(-x)(-π≤x≤π)的傅里叶系数Ao,A。,B,(n=1,2,⋯)。

11,设函数f(x)是以2π为周期的连续函数，an,au,b,(n=1,2,⋯)为其傅里叶系

数，求函数

F(x)-}f(u)fa+z)dt
的傅里叶系数A,,A。,B,(n=1,2,⋯).

§3贝塞尔不等式与帕塞瓦尔等式

现在我们从另一个角度来引出傅里叶级数，设f(x)是以2π为周期的
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函数，我们想用一个n级三角多项式

r,(x)-E+(c.cskr+Asinkz)
(其中系数α?vα?,β待定)来近似代替f(z),这时在每一点x处的误差为

A,x)-f(a)-[2+(a,Az+Asinkz)].
max|△,(x)|称为用T.(x)代

替f(x)时的最大偏差，那么,用

最大偏差的大小来刻画逼近的精

度是否总是合理的呢?这不能一

概而论.事实上，设图12.14中的

实线为y=f(x)的图形，虚线(I)

与(Ⅱ)分别是y=f(r)的两种近

似曲线.虚线(I)的最大偏差比虚

线(D的大.但从整体上看，虚线

yl

(I)

-π O π” x

([)
(I)更接近于实线.因此，在实用

中常用所谓平均平方误差
图12 14

a:-A;(x)dz
的大小来衡量T.(x)与 f(x)接近的程度，

现在提出这样的问题：给定一个可积的周期为2π的函数f(x),如何

选取常数aosa;,β?(i=1,2,⋯,n),使T,(x)与f(x)的平均平方误差8?

最小?这是一个最小值问题(带有2n+1个自变量),我们通过将δ变形来

解决这个问题.

由△,(x)的表达式知，

其中

A()=f(z)-a.f(a)-2(a,ckx +Asinkz)f()
+4+csk+si2x)+,(x),

h.(x)=an2(o,coskx+Bsihkx)+2oscoskx·B,siniz
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+3)
将上式代人8?的表达式，并注意到三角函数系的正交性及傅里叶系数的定

义，可得

8:-?F^c)dx--caa+Bb)

++i+)

-()dx-[2+a+B
+2(2(2)+≤+)]
-f(x)dx
+≠{z)+a-ay2+(B.-y)}

-}[++],
其中ao,a+,b?(k=1,2,⋯,n)为f(x)的傅里叶系数.该式右端第一、三项

是由f(x)所确定的一些常数，第二项含待定常数αo,,β(k=1,2,⋯,n)

且总大于或等于零.显然，当该式右端第二项等于0时8最小，亦即当a=

aova?=ax,β=b?(k=1,2,⋯,n)时8最小.以上推导，实际上证明了下面

的定理1.

定理1设函数f(x)在[-π,n]上可积，则当取αq,a,β(k=1,2,

⋯,n)等于f(r)的傅里叶系数时，三角多项式T。(x)与f(x)的平均平方

误差δ2达到最小值，且

min:-?f(e)dx-[+(oi+bi)],
其中ao,a?与b?为f(r)的傅里叶系数.

定理1说明，函数f(x)的傅里叶级数的前(2n+1)项之部分和，在平

均平方误差的意义下，是f(x)的最好的三角多项式的逼近式.

由定理1,可得出下列两个有意义的推论，

推论1设函数f(x)在[一π,π]上有界可积，则有下列贝塞尔(Bes-
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sel)不等式，

2+≥(ai+h)<(z)d.
证由于平均平方误差8?≥0,由定理1立即推出，对一切自然数n,都

有

2+(ai+bi)<?f(x)dr.

(6i+k)的部分上式右端是一个固定的常数，因而上式表明正项级数

和序列有界.因此该正项级数收敛.对上式两端取极限，即得所要证的不等

式.证毕.

推论2设函数f(x)在[-π,π]上有界可积，则其傅里叶系数an与

b,都趋向于0(当n→～时).

≥(c2+6:)收敛，故其一般项a2+b?→0(n→证 推论1说明级数

口时),由此即得

an→0,b?→0 (n--时),

证毕.

在无线电技术中，将傅里叶级数中的项

a.cosnx +b, sinnx

称为n次谐波，A。=√ai+bz称为n次谐波的振幅，由推论2看出，A,→0

(n→~时),故当n充分大后，n次谐波可忽略不计.

下面我们再考虑一个问题：当用f(x)的傅里叶级数的部分和来逼近

f(x)时，其平均平方误差δ是否会趋向于0(当n→～时)?回答是肯定

的，但证明较麻烦，我们给出结论而略去证明.

定理2设函数f(x)在[一π,π]上有界可积，将 f(x)的傅里叶级数

的前(2n+1)项的部分和记作 Su(x),即

s.(x)-2+(ackx +b,snkr).

令ai-2?[f(x)-S,(x)}dz,则有
limo? =0.

推论当f(x)在[一π,π]上有界可积时，则有帕鑫瓦尔(Parseval)等
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式

2+2(ai+b)-+?,f(x)d7,
这里ansae,b?(k=1,2,⋯)为f(r)的傅里叶系数，

证由前面的推导可看出，?正好等于定理1中所给表达式之右端，

即

a:-[F2(x)dx-2[+(ai+bi)]
定理2说明limo2=0,故当n→～时对上式取极限即得要证的等式，证毕.

帕塞瓦尔等式意味着在定理1的推论1里的不等式中，实际上是等号

成立，故也称帕塞瓦尔等式为封闭性公式.

当函数f(x)表示一个无线电信号时，封闭性公式表示：信号的平均能

量等于它的所有的谐波的平均能量之和.

利用封闭性公式，也可以求一些级数的和.

例如在本章§2的例6中，我们得到了f(x)=π2-x2(-π≤x≤π)在

[-x,n]上的傅里叶展开式

fa)~号t+42(-1~ox,
其中ao=号2,a。=(-1)一，b。=0,n=1,2,⋯.利用帕塞瓦尔等式，

}(x}+2[-~]-}?(-x),
2·9+62--2rx1+x1)dx=,

移项整理得

例求函数

f(x)-,
的傅里叶系数，再利用帕塞瓦尔等式，求级数 的和，并求级数

2的和。
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解 由于f(x)为偶函数，因而b,=0(n=1,2,⋯),

an-?? 1dz-20,
a.=cosnrdx -2

这时

f(a)dx=?tdx=2.
由帕塞瓦尔等式，有

()+-
移项整理得

=F(n-p),0<q<n.
再注意

cog2nq=1—sin2n?
并利用收敛级数的性质，可得

S-*-g+.o≤p<x.
现在我们给出贝塞尔不等式与帕塞瓦尔等式的几何解释.

前面我们已把有界可积的函数类看成一个线性空间，把每一个函数 f
看作一个向量，并定义了向量的内积运算.在这种看法下，函数系

 ,,2, sin2,⋯
是[一π,π]上的有界可积函数空间中的一个单位正交系.对于任意一个在

[-π,π]上的有界可积函数f(x),按照定义，它的傅里叶系数是

an-f(z)dx-(f(x),1),

a.=(f(a)·osdz=f(a),cosnz)·
6,-?f(x)·sinardz=(f(e),sinmx),

其中n=1,2,⋯.这就是说，除a。以外其余的傅里叶系数原来就是函数f

与上述函数系中对应元素之内积.如果我们把上述函数系中每一个向量视



§3贝塞尔不等式与帕赛瓦尔等式 403

作“坐标”向量的话，那么这组向量是彼此正交的单位向量，就像在R3中的

i,j,k那样.在R3中坐标为(x,y,z)的一个向量r=ri+yj+zk,其坐标

x=r·i,y=r·j,z=r·k,即等于r分别与三个坐标向量之内积.于是，

函数f(x)的傅里叶系数所导出的序列

·an,bi,axn b;,⋯,a.b.⋯
就是f(x)在上述坐标系中的坐标.

与有穷维空间R2不同，在有界可积函数类中有无穷多个相互垂直的

单位向量作为坐标向量，因此可以将上述函数空间看作一个无穷维空间.

在R3中，对于向量r=xi+yj+zk,我们有

x2+y2≤r·r=|r|2.

这就是说，只选择，的一部分坐标，而不是其全部坐标，那么部分坐标的平

方和将小于或等于|r|2.在有界可积的函数空间中也有类似的性质.比如

2+a+)<?()d. (12.2)

这里我们只考虑了上述单位正交坐标系中的前2n+1个坐标，而

}[f(a)dx=(f.f)=1f
恰好就是向量f的“长度”之平方.对上述不等式(12.2)取极限就得到

2+(ai+b)<+f2(x)d,
这就是贝塞尔不等式.

帕塞瓦尔等式也有鲜明的几何意义.在三维欧氏空间R3中，对任意一

个向量r=xi+yj+xk,我们有

|rl2=x2+y?+z2.

这表明在 R3中有三个正交单位向量i,j,k 就足以用它们的线性组

合表示一切向量，而不需要其他坐标向量.与此相类比，帕塞瓦尔等式则表

明了坐标系

  sine,c2,sin2x,⋯
已经是“完备”的了①

① 这是在某种特定的意义下讲的，初学者不必深究。
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最后让我们来解释平均逼近与平均收敏的概念.

我们知道，[-π,π]上两个有界可积函数f与g之间的距离是f-g 的

范数，也即

lf-gl-([(-gar)
当|f-gⅡ很小时，我们就认为它们之间离得很近.令

s,(a)=+(a,cskx+b,sinkz),
它是给定的有界可积函数f之傅里叶级数的前2n+1项之和，那么

o.-2?[f(x)-S.(x)]2dx=f-S,F.
可见，c2就是部分和S。与f的距离平方之半.因此，我们所说的S,平均逼
近于f或S平均收敏于f就是指的S,与f之间在可积函数空间中的距

离趋于0(当n→o时).

思考题 我们知道，对于给定的[一π,π]上的有界可积函数f,

T.(z)=2+高(acokx+B,siokx)
是f的最佳平均逼近，当且仅当α=a?(k=0,1,⋯,n)且β?=b?(k=l,

2,⋯,n),其中ar与b,是函数f的傅里叶系数.试将这一事实与 R3中的相

应事实加以类比.

习题12,3

利用帕塞瓦尔等式，求下列级数的和：

1. (提示：利用函数f(x)=lx|(-x≤x≤x)的傅里叶系数),
2. (0<φ<π)(提示：利用函数

的傅里叶系数).

历史的注记

三角级数最初始于弦振动的研究，1747年达朗贝尔在他的论文中明确
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a-ca,并计论了满足初始条件α(0,x)导出了弦振动的偏微分方程：

=f(x)的解.酸拉在1749年沿用了达朗贝尔的方法，给出了满足初始形状

u(0,z)=Sa.sin的物解：为正弦级数

a(vx)=2a,snecs
后来，丹尼尔·伯努利(Daniel Bernoulli)也发表了论文，他认为初始曲线均

可假定为正弦级数.他的看法受到达朗贝尔与欧拉的强烈反对，从而引起了

是否可以用三角级数表示每一个函教的争论.这一争论吸引了许多数学家，

井且持续了很久，一直到19世纪博里叶(J.B.J. Fourier)的工作之后才告以

结束.傅里叶在研究热传导方程时，讨论了这一问题，并且坚信相当广泛的

以 2π为周期的函数可以表示成三角级数

f(e)-2+2a,cam +b,sinx),
并且认为其中

a.=ff(a)comrdr,
6.=fux)sinmzdr.

此后人们称这样的三角级数为傅里叶级数.虽然傅里叶没有给出任何严格
的证明，但他的工作使问题的研究有了新方向：此后人们将注意力集中于

研究傅里叶级数的收敛性问题以及是否收敛到 f(x)的问题.许多著名数学

家，如黎受、斯托克斯和康托尔，都对此进行了研究，为了研究这一问题，斯

托克斯首次提出了一致收敛的概念，而康托尔提出了点集合的极限点及导集

的概念.关于傅里叶级数收效性的研究为现代点集合论的诞生奠定了基础，

博里叶分析，又称为调和分析，至今是现代分析学研究的重要内容之一.

附录⑦:傅里叶积分与傅里叶变换

1,傅里叶积分

我们已经看到了，相当广泛的一类周期函数都可以展开成三角级数.这

① 本附录的内容是否在课堂讲授完全由主讲老师决定.
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为周期函数的研究，特别是数值计算提供了途径.但是，还有许多函数，它们

在整个实轴上有定义，但却不是周期函数.对这类函数我们自然也希望有类

似于傅里叶级数之类的一种表达式.

设f(x)是定义在(一心，+0)上的一个函数，不以任何实数T为周

期.为了应用傅里叶级数的结果，我们可以把它看作周期函数的一种极限.

比如，最自然的办法就是：取实数!>0,我们定义一个以21为周期的函数

f?(x),它在(-l,l)上与f(x)相等.那么f(x)可以看作!→0时周期函数

fi(x)的极限，

在这种考虑下，我们可以轻而易举地写出 f,的傅里叶级数：

f,~2+2+hsin),
其中a,及b。是f;的傅里叶系数：

a.-f(z)cosdx,n=0,1,⋯,
b,=+[f(a)sinzdz,n=1,2.⋯.

这里不仅傅里叶级数中正弦函数及余弦函数中的变量依赖于[,而且级数

中的系数也依赖于l.我们无法求得I→～时级数的极限形式，

为了求得f,的傅里叶级数的极限形式，我们将对f:的傅里叶级数做

一些形式上的变化：化成某种积分形式.最后求得 f,的傅里叶级数的极限

形式是一个由f决定的含参变量的无穷积分，我们称之为傅里叶积分.

总之，作为傅里叶级数的一种极限情况，即当函数f(z)的周期趋向于

无穷大时的情况，我们引进傅里叶积分的概念.

设函数f(x)在任意有限区间上连续且分段单调，并在(一的，+0)上

?1f(z)|dx-A 存在.由狄利克雷定理，在区间(-L,2)绝对可积，即

内，f(x)可展开为傅里叶级数，即有

f(a)-2+点(a.cs+h,sn),-l<x<1,
其中

a.-}?(a)eosdr,b.-?fa)sn”d.
将aa,b,的表达式代入上述级数，并利用三角函数公式，便得
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f(a)-f fu)at+÷2(fu)sa (12.3)
当l→+～时，上式右端第一项趋于0,这是因为

fud≤Tlfu)|a≤21fu)ld

-÷A→0(4+~时).
为研究第二项，我们引进一个新的变量w∈(0,+co),并取分点

as=0,ay-亡，ay-,⋯,a.-,,
这时△w,=oa-u-=π/l(n=1,2,⋯).于是(12.3)式右端第二项可表为

0 fu)c-))
上式与一个积分和类似，且当!→+～时△u。→0,故可认为当l→+～时，

(f)c,4-z)d)
→df)cosm(t-x)d.

这样，当I→+～时，在(12,3)式两边取极限便得

f(a)= d?f(t)co(t-x)d.
此式的右端称为f(x)的傅里叶积分.

应当指出，以上推导是不严格的，现在将上述结果叙述成定理而略去证

明.

定理1(傅里叶定理)若函数f(x)在任意有限区间上满足狄利克雷

条件，且在区间(一～,+心)内绝对可积，则 f(x)的傅里叶积分在

(一0,+m)上处处收数，且有

dm?fu)csoa-x)d=fa+0)- (12.4)
(12.4)式称为傅里叶积分公式.

有时可把公式(12.4)写成复数的形式：

ifue~a=f+0)f-2. (12.5)

这是因为利用欧拉公式
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eu(t-x)=cosu(t-x)+isinu(t-x),

(12.5)式左端可表示为两个积分：

df)c(t-x)
+dJf()si(x-±),

又注意两个内层积分

f4)cowQ-x)dt 与?f(r)sina(t-x)d
分别是w的偶函数与奇函数，于是上式中第一个积分为

d?f(r)cosu(t-r)d,
而第二个积分为0.于是就得到傅里叶积分的复数形式.

2.博里叶变换

现在我们根据傅里叶积分公式的复数形式，来引出傅里叶变换的概念.

由傅里叶积分公式(12.5)看出，在上述定理1的条件下，当函数f(r)

在x处连续时，f(x)在z处的傅里叶积分就等于f(x),即有

f(x)=2dmfx)e-dt

(fu)ed)d (12.6)

若令

F(u)=?f(x)edt=?f(x)edr,
则(12.6)式可表为

f(x)2F(o)ed.
定义 对于任意给定的一个函数f(x),若积分

?fa)e*dx
对任意的u∈(-o,+o)均收敛，则它所定义的函数

F()=?f(c)edr
称为f的傅里叶变换，记作筑f(x));对于任意给定的一个函数F(w),若
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积分

F(w)ed
对任意的x∈(一一，+o)均收敛，则它所定义的函数

f(a)=2F(a)edo
称为F(w)的博里叶逆变换.

傅里叶积分公式告诉我们：若f(r)满足定理1的条件，则f的傅里叶

变换 F(a)的傅里叶逆变换就是

÷Uf(x+0)+f(x-0),
在f的连续点x,就是f(x)自己.

傅里叶变换在许多工程计算及频谱理论中有广泛的应用.傅里叶积分

公式为我们计算某些特殊的无穷积分提供了办法，

例1 求菌数

f(x)={8,,4≥0 (β>0)
的傅里叶变换及傅里叶积分，并求无穷积分

。+(Po+asino)
的值，

解 F(w)=?f(x)edx-?dz

--+*|=p--月十
f(x)的傅里叶积分为

F(o)ed-+(cowa-isinar)do
-++)d-

在此式中令x=1,得
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f。p+(B +si)-m
当给定函数f(x)是偶函数或奇函数时，其傅里叶变换有其特殊形式.

当f(x)为偶函数时，我们注意到f(x)sinor 为奇函数即有

F(a)-[f(r)(coswx + isinwx)dx
=?fa)coasdr =2|。f(z)cosar dr.

我们称函数

F.(a)-2?。”f(x)coxdx
为f(x)的傅里叶余弦变换(不难看出当f(x)为偶函数时，F,(w)=

F(w)).这时F.(a)是w的偶函数，故f(x)的傅里叶积分为

2F.(u)(coxax-isinat )da =F.(o)cosar da.
因此，当 f(x)为满足定理1条件的偶函数时，我们有

F,(o)osardo=[f(x+0)+f(r-0)].
当 f(x)为奇函数时，其傅里叶变换为

F(a)=zi?。”f(z)sinurdx.
为避开i,我们称函数

F,(u)=2。"f(a)sinar dr
为f(x)的傅里叶正弦变换(不难看出这时F(w)=iF,(w)).这时 F,(w)是

α的奇函数，故f(x)的傅里叶积分为

if,()(cowr-isinae )do=[F,(a)sinar do.
因此，当f(x)为满足定理1条件的奇函数时，我们有

F,(o)simaxdr=÷[f(x+0)+f(x-0)].
若函数f(x)只在区间(0,+???有定义，则我们可将它偶延拓(或奇

延拓)到区间(一0,0)上，求出傅里叶余弦(或正弦)变换，再求相应的傅里

叶积分，

例2设函数
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(x)-,当
求 f(x)的傅里叶余弦变换及傅里叶积分，

解 将f(x)偶延拓到(一≈.0)上，其傅里叶余弦变换为

F.(a)=2]。f(x)coswrdx =2[,coardr -=?.
于是根据傅里叶积分公式得ar-
下面列出傅里叶变换的性质而略去证明，为叙述简洁起见，我们假定下

面所涉及的函数f(x)及g(r)在任意有限区间上满足狄利克雷条件月在

(一0,+m)上绝对可积，并设f(x))=F(w),(g(x))=G(w).

(1)有界性 F(w)在(一0,+0)上连续且

limF(w)=0.
(2)线性性质 设k?,k,为常数，则

?f(x)+k?g(x))=k?F(w)+k?G(u).

(3)时延性质

Ff(x-xo))=e*n“F(w).

(4)频移性质(f(x)e*)=F(o+wn).

?⋯1f(z)|dx收敛，m为自然数，则(5)微商性质 若

(f1~(x))=(-iw)"F(w).

(6)积分性质

fu)dt)--F(o).
?f(u)g(x-u)du为两函数f(x)与(7)卷积定理 定义无穷积分

g(x)的卷积，记作f“g(x),即

f*g(x)=?f(u)g(z-u)du,
则有

f*g(x))=F(w)·G(w).
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第十二章总练习题

1.设y=f(x)在[一π,π]上有界可积，且有

f(x+π)=-f(x),Vx∈(-0,+o),
证明：f是以2π为周期的函数，并且其傅里叶级数满足下列关系：

am=bu=0,m=1,2,⋯.
2.证明：三角函数系

sinz,sin2x,⋯,sinnr,⋯
在区间[0,π]上是正交系，而三角函数系

l,sinz,sin2x,⋯,sinnx,⋯
在区间[0+π]上不是正交系.

3. 设有三角级数

s(x)-+2,cmx+bsiam),
其中|a,|≤M/n3,|b|≤M/n3(n=1,2,⋯),M为常数.证明；上述三角级数一致收敏，

且可以逐项求微分.

fa)-(a,cmx+B,ana)的傅里叶4.证明；任何一个给定的三角多项式

级数就是它本身.

5.设f(x)在(一0,+???连续，且以2π为周期.若其傅里叶系数全部为零，也即

ff(≠)comxdx=0.n=0.1⋯.
「f(x)smedx =0,n=1,2⋯,

则f(x)=0.试证明此结论.

6.设f(x)及g(x)均为以2π为周期的两数，且在[-x,x]上有界可积.设

f(a)~+≥(a,ccmx+b.siamz),

g(x)~+三a,+B,amx),
证明：

(fa)g(x)dx=+(aa.+Bb),
(提示：利用关于(f-g)的贝塞尔等式.)



部分习题答案与提示

第七章

习形7.1

√1-5-山.D,+#<1.
习题7.2

1.(1)?ax?(z·y)dy 或」

?d=?f(xy)dy或」ffcry)ax.
?ay?,fu-y)dz;

(2)

fftxy)dx或!Jds?.f(xyyay+?ar?, ftrry)dyr(3)

(4)(ftry)dr或(drfy)dy,
( dsydy-fafty)a.(5)

(2)[us(Fe y)da;2.(1)fdx| fcxvy)dy)

(ay?Fey)dx+?,?。”fcr.y)de;(3)

[dw?fay]dx+?sy? f-yàr:(4)

?dy?f(xry)dx; (ax?fuary)dy+?"ds?,fteydy.(5) (6)

4.器.3.4. 5. 6. 7. 8.2. 9.4-sin4.
n 12.言一厚招. 13.奇10. 14.π(1-ln2).15.2.

16.[(1+R2>lo(1+R2)-R2]. 17.(R-a)lna. 18.a(+2):
a'm 21. 22.8+晋n2. 23.. 24.(a2+b).20.
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25.2(3√3-x).

习 题 7.3

1.誓 4.誓m. 5.-isa2x. 6.2. 3.0.

7.15*(b^-a'), 10.2(G-￥)8.子. 9 fx(x-18).

tn.晋k*{-). 13.答(言一鲁).12.否.

14.}5m2 16.登15.2ma(√2-1+ln√2).

17.7m2. 19. an. 20.子ma2(zo+yo+zo).18.2+In8.

z. r-[.] ~)F+F)d,
1 =? do? dw?。2ang f(o)Ap. 22'.1-ff(e)(a-z)°d.

习 题 7.4

1.19g 4.16R(-竖)·. 2.√2π. 3.24R3(2-√2).

5. Bdwa2. 6. (0,0,R)、 7.(,首), 8.52,
9,1,-M(+雪),1,-m(+5),1.-÷M(a2+b')

10.I,=(62+e2),t,=号(t1+e2),t,=号(a1+b)。
11.F=F,=0,F==2πkp(√h2+a2-√(h-b)2+a2-b).

12.F,=F,=0,F=2πkph(cosa-1).

第七章总练习商

1.(1fdy?。“血；(2)?dx?,d;

f.as?,lsrdx:(4)?,sydy.(3)

2. a)fodn-,(2{y,”dx- 3.(1)√Z-1;(2)2.
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25.(1)·4.(1)sin4;(2)(ln17)/4. 之 6.:(2)

7.(1)z-言，x-, (2)7=8m+42.5-0. 8.4.

9.(1)[ao,^ar-章 (asr-3%
(3)a[ do?,cosindar-2,(4)”ds?,ta(1+r')dr -k(ls4-1).

10.1+音11.12.(v)[ as?,as[ dy,(2)?3yas,.
i3.fdo], dr?ftreosd,rsnd,x)k.
14.x=√T2+y^及x=√2-x2-y2(x2+y2≤1),

15.(1 「ao|ar?,fcr,θ,)rdx; (2)f d],arff(.bx)d
f r.(3)

16.x=y=0,一言、

1n.? do?af'sgf qsinpas),singind peasp)l.
in (o f
fdo, dm?srsingdp;(2) (3)8π(2-√2)、

19.? do? ae}。psingdp -.

2o.[ufyye+”a~y.21. 2n2
第八章

习 题 8.1

3.F5a2+8a.4. tarcan1.5/2. 2.0、 5.√2a2.

6.ahzd+b2. 7.[a+4c2]n-1]. a.5√G+l.
9.262+arsin a 11.号a210.Z=y=号.
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习 顺 8.2

1.(1)号： 2.(1)-号： (2)-子： (3)-(2)0;(3)—4;(4)4.

6..3.0.4.(1)-号，(2)号 5.-a2 7.0. 8,·. 9.4. 10.0.

13.(1)-2ma2,(2)ac+e2/2.14.0.tn.22x(cosg-sug)。12.器

习 题 8.3

1.(1)云m?;(2)0,(3)誓，(4)云， 2.(1) 言xa2;(2)2a2(5)na2.

(2)÷[a3b?(h+1)-a{b(b?+1)],(3)ecosb-1.4.(1)1; 5.62.

6.(1)号+x2y-xy2-号+C;(2)y'oaxx+x2cosy+c.

7.a=b=-1,u(2y)=2+y+c
8.√2.9.1,11.2π,其中α为1所围区城的面积.

习 题 8,4

2.2√E+号 3. xa3、 4.4xR(R+号)1.4√61.

6. 19 Za'. 7.登[l-(1+a2)].5.(1+√2).

9.2m(6+1.8.号ka'cos'esine. 10.言m'p..

1.F,-F,-0,F,-2k(+-1),12.(是是，量),
习 题 8.5

2.bR2(+零). 3.R”. 5.Ismab(a*+b?+e2).1.0. 4.-32.

6.πRr2. 7.4πR3. 8.4πabc. 9.-8. 10.2m2c(√D2+e2-√a2+c2).

习 题 8.6

1.(1 a2h2mt (2)÷ma26.2.2.3.aa^.4.号m2.5.-8m.
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6.-÷x.7.jmahc(a2+b2+c2)、8.12k.10.(1)4F;(2)4x;(3)0.
12.0.13.2Rπr2. 14.(-9/2)R3,15.4π.16.-1.

习 愿 8.7

].(I)8;(2)7/5.

2.(1)-a·r;(2)2a·r;(3)mr*-2a·r;(4)0;1(5)÷fc)·e;

f^(r)+F(r);(7)rf'(r)+3f(r).(6)-

3.{-5,-9,16};3.4.(1}-2(x,r,y)+(2)0.

6.-e-l. 7,(1)sin(xy)-cos(xz); (2)-xyzlh(1+z2).

8。(1)fr)=5、C为任意常敷； (2)f(r)=C+c?,其中C,C,为任意常数.

习 题 8.8

1.-(2y+cosr)dxAdy. 2.0.3.(e1r+y1-tan(x2z3))dzAdyAdz.

第八章总练习题

1.(1.5号)· 3.?f(x)dx+?”g(s)dy.2.8. 4.-4. 5. 1+x,

8.II?I≤F 9.. 11.u?(4π-2√3). 12.F(a)-=(8-5√22a’.
15.2S.17.整个球面(x-xn)2+(y-yo)2+(z-za)2=1上的点.

第 九 章

习 题 9.1

1.(1)一阶；(2)二阶，(3)三阶. 2.(1)是；(2)否；(3)是；(4)是；(5)否、

3.(1)特解，(2》通解；(3)通解；(4)通解；(5)既非特解也非通解；(6)特解、

5.(1)x(x)==sima+10;(2)y(x)=x?+z;(3)y(x)=+x1+a、x+an.

习 题 9.2

1.(1)(1+x?)(1+y2)=Cx2; (2)x2y=Ceu

(3)arcsiny=lnC(x+√1+r2); (4)r2+4xy-3y2=C;

(5)(x+y)2(x+2y)=C; (6)2z+√x2+4x3=Cx2;
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(7)2x2+3xy2+3y3=C; (8)arctan(x+y+2)=x+C;

(9)x+2y+3in|2r+3y-7|=C; (10)y-x-3=C(x+y-1)3、

2.(1)y-=√32-x2; (2)2(x-l)e1+y2+1=0;

(3)y-2+2(1+x2)12=3; (4)y=(sinr-xcosr)x2.

(2)y=}(x+1)""+C(x+1Y;3.(1)y=e+Cr;

(3)y=(c'+C)(x+1)"; (4)y=Ce-2+(x-l)e-"。

4.(1)Cx2y2+2zy2-1=0;(2)x-√xy=C;(3)Cx2y?+ry*-1=0;

(4)xy*+÷x2(2mx-1)=C;(5)(l+号)e=c.
5、(1)令z=y2;(2)将x看作y的函数；(3)令x=y1;(4)令z=siny,

6.2y=3x2-2x-1.

k=6,故7.温度函数u(t)=15+80e-",其中k>0为比例常数、再由u(10)=55得

u(t)=15+80·2,需40分钟.

8.福的放变规律为R(t)-R?e~”,其中R?=R(0),A为有数，由R(leoo)-空推出

k-180一年后衰变0.44老克。 9,φ(x)=Clx1=.

13.(1)C;x-C;y=lolC?x+1l+C?y=号+C;y=c;
(2)y=C(x+Cg)23; (3)y=C(x-e-”)+C;

4)y=C?os2x+(去+2c,)=2+C?x+C,
≥x?+2xy-2y2=c;14.(1)不是；(2)是， (3)是，re?-y2=C;

号(r2+y2)v+x-2y2=c;(4)是， (5)是.x2+4xy+3y2=C;

(6)不是；(7)是，e'(y+2)+xy2=C;

÷ax1+xy2=c.(8)当!≠2b时，不是；当1=2b时，是，

15.(1)a=a+gFx-y+z+y-c;
(2)a=1+x1+,x+0(+x2+y3)=C (3)μ=e2.esiny=C;

60n-gy·smsn号=c,(5)√·ly+einy=c.
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(2)x-2-c:16.(1)√i+x?-x2y?=C:

(3)x+y+ln|xyl=C; (4)3x?y+y?=Ce-";

(5)x2y+÷-c, (6) e siny-yens2y+sin2y=C.

习 题 9,3

2.(1)否；(2)是；(3)是；(4)否.3,(1)L=1,M=2,2h=1.

4.y(x)=-e1-(1+x),-o<r<+0,

5.yn(x)=1,y,(x)=詈，ys(x)=詈-部

6.4)lx-41≤方 (2)lx|≤3, (3)0.8≤x≤1.2.

习 题 9.5

(2)y=C?e-*+Ce1.(1)y(x)=C?e?+C?e2;

(3)y=(C?+C;x)e-*; (4)y=e-2(C)cosr+C?sinz);

(5)y=e2(c,asx+Csn);
(6)y=C?+Cxe-J++Cg-d-Ir

(2)y=2re"2.(1)y=e*cas√3x;

3.(1)y=号， (2)y-3;(3)y-zx+ (4)y=-2xcosx ;
(5)(0.lx-0.12)cosx-(0.3x+0,34)sinz;

(6)e(3sinx-osr); (?)xe1+x2+2;

÷(os2+2sn2z)-云(idr+ cr)(8)-

4.(1)A?x2+A?x+A;+ (2)x(Awx+A?);

(3)e*(Aox+A?); (4)xe(A?x2+A?x+A?);

(5)x3e-1(Acx+A?); (6)Aoe+(A?x+A?)cosx+(A;x+A)sinx.·
习 题 9.6

1.y=(e*+e-*)ln(e+1)+C?e-'+Cze-*.
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2.y=(C?+ln|sinx|)sinr+(C?-x)cosr.

3.y=sin2xln|cosx|-xcos2r+Cisin2x+Cgcog2x.

4.y=C,casx+Czsinx- air 5.y=C?r2+C?x3. 6.y=C?x2+C,x-I

8.y-C,cos(2lolz{)+C;sin(2mlxI)+7.y=x(C?+C?ln|x|+C?ln2|x1).4

习 题 9.7

1.(1)x=(2C?-C?)cos2t-(2C?+C?)sin2t,y=C?cos2t+Cesin2r;

(2)x=C?e?+C?e1+Le,y=2C;e1-2Cce~-2c;

(3)r=-3cx-5snu+号sin2a+os-5r,y=-nx+5an2-2t+1;
(4)x=C?e,y=-√2C?e-*+C?e?,x=Cre-“+√2C?e'.

2.(1)x=3gint-cost,y=2cost—sint; (2)x=e1+t+1,y=-(2e+2t+1);

(3)x=3t2+2t,y=6r2-2t-2; (4)x=-t1e2·y=(2t-t2)e'.

第九章总练习题

1.x(o=zc√层： 2.8)=Cos√t+Csin√4.

4.p4)-0-+b3.v(x)=Ce*+;himo()-h.
7.vo≥√2Rg.

第十章

习 题 10.1

2. 发散.

3.(1)发散；(2)收放；(3)收敛；(4)发散，

(5)发散；(6)收欲；(7)发散：(8)发散.

习 题 10.2

1.(1)收效；(2)收敛；(3)发散；(4)发散；(5)收敏；(6)收敏；(7)收敛.

2.(1)收欲；(2)发散：(3)发散；(4)发散：(5)收敛；

(6)收欲；(7)收颌；(8)收敏；(9)收敛；

(10)p>1时收敛，0<p≤1时发散；(11)发散；

(12)0<p<1或p=1且0<q≤1时发散，p>1或p=1且q>1时收敛.
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5.(1)发散；(2)不一定；(3)不一定.

习题 10.3

1,(1)绝对收敛；(2)p>1时绝对收敛，0<p≤1时条件收敏；(3)条件收敏；

(4)条件收敛；(5)条件收敏；(6)绝对收敛；(7)绝对收敏；(8)条件收敏；

(9)当0<t<1或t=1且0<s≤1时条件收敛，当t>1或t=1且s>1时绝对收敏；

(t0)条件收敛；(11)*条件收敛.

4.收敛，

习 题 10.4

1.(1)(():(2)(0,+≈); (3)(-0.-})U{÷·+)·
2.(1)—致收敏；(2)—致收敏；(3)(i)一致收敛，(ii)不一致收敛；
(4)不一致收敏；(5)(i)一致收敛，(ii)不一致收效； (6)一致收敏.

3.(1)一致收放；(2)一致收敛；(3)一致收敛；(4)一致收敛；

(5)一致收敛；(6)一致收敛；(7)一致收敏、

习题10.5

1.(1)2;(2)+co;(3)e;(4)4,

2.(I)(-1,1),[-1,1];(2)(-ava),[-a,a];(3)均为(-≈,+);

(4)均为(—2,2); (5)均为(一1,1); (6)均为(一3,3);

(-号，÷)(7)(一1,1),[-1,1];(8)均为 (9)均为(一1,1);

(10)(-1.1),(-1,1);(L1)均为(2-e,2+c).

#-t<x<1;3.(1)□-7*-l<x<1; (2);

(3)(1+x)in(1+x)-r,-1<x≤1; (4)2xarctanx-ln(1+x2),-1≤r≤1;

±2y·--E<x<E;(5)(2x2+1)e2.-w<x<+%; (6)

l+=h(l-* ll<
x=0,(7) S

-2n x=-1.

x=1.

习 题 10.6

1.(1)2(-1)2x/46>*M,(-4.4), (2)三子(-,+);
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,(-aa),(4)+(-1,D;(3)

(5)1+5(-0~[÷-a-]=,(-~,+);

点z-Dr·(-≈,+);(6)

-*D~,(-~,+),(7)

-1[]++1](-~,+):(8):

2)**-.(-2) (0[+],(-1,1.(9)

2 (1)(,(-1,+1):

(2)x+-1y,·[-1,1,
(3)x+(+T(-1,1). 5.(1)1.605: (2)0.905,

第十章总练习题

(2)p>÷时散敏，o<p<:2.(1)收欲： 时发散；(3)收敛；(4)收敛.

第 十 一 章

习 题 11.1

方1.(1)1;(2)1n2;(3)1;(4) (5)发散；

3, 2-1;(6) (7)· (8)π; (9) (10)π;(11)发散；

(13)2(12)

3.(1)收敛；(2)发散；(3)收敛；(4)收敛；(5)收敛；
(6)收敏；(7)收敛；(8)收敛；(9)发散；

(10)当max{pvq}>1且min{p,q}<1时收敛，其余情况发散，

4.(1)条件收敛；(2)绝对收敏.
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习 题 11.2

1, (4):1.(1)苦； (2)1; (3) (5)0.

2.(1)k[f(a+ky)+f(a-ky)]:

(2)f⋯ √1-a-snye-asye,
子m(t+y');(3)·

(4)2ysin(y?+y2)+2yjg2cos(x2+y2)dx.

(2) warsin;(3 dnal
4.I(1+√z).

习 题11.3

1.(1)一致收敛；(2)一致收敛；
(3)(i)一致收微；(ii)不一致收效；(4)一致收敛；

(5)(i)一致收散；(ii)不一致收敛；(6)一致收敛.

2√Fe+2.(1)1n;(2)m+; (3)-

(4)后：(5)0(a<β时),(a=β时),誓(a>β时).
3. arctan t.

16·(3)
: (5)÷去云):

4.(1)B(字号), r(号);(2)

(4)

÷r(3)r(}); (2 r(2)·r(3),(6)

意): (,)(8) (9)
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第十 二 章

习 题 12.2

1.4)2(dmx-22x+⋯+(-1)+⋯)- 当-π<x<t时，当x=土π时

5+42(-1r=x2,-r<x≤k(2)!

2-条(F2+3+⋯+-25~1=+⋯)-1±1.-*≤≤(3)-

(4)-立+(x++⋯+n(4-1)x+⋯)
一π<x<0.-2,

1, 0<x<π,三

-1(2,x=0,x=土t

音-2cos2x+cosx;(5)·

(6)1+2x+÷21

+[一+{f3"*+÷a-(-1v)]ar}

2.学-譬--管+,0≤x<n.

3.-譬-[+-]、o≤x≤n.

4.2sin空-÷sm
<t2的河

l/2<x<l时，

x=1/2时，

s.3-2.z-sn(k-1x,o<x<x.
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6.-天ax-++⋯+-12++,O≤≤
7.2-,o<x<2m
8.(1,(2)
9.f4)-A+sm--<<+
10.An=aa,A?=a,,B,=-b.(n=1,2,⋯).

N.A?=αδ,A,=a?+6k,B,=0.

习 题 12.3

1.·2.(-r2+3).



退常的容

此形些和的


